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212 L. SCHWARTZ

Introduction.

Un théoréme maintenant classique dit que, si E est un espace loca-
lement compact polonais, (P’)teR+ un semi-groupe (P**? = P*P7)
d’opérateurs linéaires continus sur C, (E) (espace des fonctions conti-
nues réelles sur E, tendant vers 0 a ’infini), = 0 (P*f = 0 pour f = 0),
P'(1)(*) = 1,P° = Id, |IP’|| = 1, continu pour la convergence simple
(pour toute f€ C,(E), r ~ P’f est continue de R, dans C, (E)), on
peut définir un processus de Markov standard a espace d’état E et
probabilités de transition P’ (si u est la probabilité de répartition 4 I’ins-
tant initial 0, la probabilité de répartition a l'instant ¢ est uP’, définie
par < uP?, f> = (u,Pf>).

Nous étendons ce théoréme ici de 3 maniéres :

1) E est généralisé, c’est ici un sous-espace universellement me-
surable d’un espace souslinien complétement régulier ;

2) Le processus devient ici inhomogéne dans le temps, les P’ sont
remplacés par des P*'*, avec P7*P' = P! r <s<t;

3) Le roéle central habituel de la propriété de Markov est remplacé
ici par un role essentiel joué par les désintégrations réguliéres
(t,w) ~ 7\;, la propriété forte de Markov n’arrivant que comme un
sous-produit (10,1). Une seule fois on utilise un temps d’arrét, pour un
nombre fini de valeurs du temps, au lemme (8.1).

L’espace C,(E) disparait, il n’existe d’ailleurs pas dans ce cas gé-
néral. Mais on introduit des hypothéses sur la continuité et ’équicon-
centration des probabilités de transition P(s, #,x) (§8 2.3 et 7).

Finalement, qu’est-ce exactement qu’un processus fortement mar-
kovien ? Chacun a un peu sa conception. Il nous semble qu’un bon pro-
cessus markovien est I’ensemble des données suivantes :

1) Un espace d’états, espace topologique séparé E, muni de sa
tribu borélienne &, et de sa tribu universellement mesurable &.

2) Un ensemble d’épreuves £2, muni d’une tribu © et d’une famille
de tribus (%’),ER , indexée par R (ou R,), crgissante et continue 4
droite, toutes universellement mesurables ® C O,

(*) PY(1) = Sup P*(¢),¢ € Cx(E),0 < ¢ < 1.
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3) Des probabilités de transition P(s, ¢, x)sur E,s, t € R, s < ¢,
x € E ; on suppose que x = P(s, ¢, x), en tant que fonction a valeurs
mesures sur (E , &), est universellement mesurable. Cela permet de cal-

culer des intégrales f pdx)P(s,t;x) =P(s, t, ). On suppose alors
E
la relation de Chapman-Kolmogorov (3.1).

4) Des trajectoires. X sera une application de R x £ dans E, on
posera X’ (w) = X (¢, w). On supposera alors en général que, pour tout
w', t = X' (w') est réglée et continue a droite. On peut évidemment
se contenter de supposer que c’est vrai seulement pour presque tout w',
presque relativement a toutes les mesures P®#, \°7 | qui vont étre défi-
nies ultérieurement sur £2 ; mais alors on peut toujours supprimer les
w' pour lesquels ce n’est pas vrai. On appellera alors 9 * la tribu engen-
drée parles X°,s <t,et U’ sa complétée universelle (**). Le processus
sera supposé adapté, X' %’ -mesurable.

Bien entendu on ne suppose nullement que £2 soit ’espace des tra-
jectoires réglées et continues a droite, il devra pouvoir contenir beau-
coup d’autres informations que les trajectoires. De méme B’ est

t
éventuellement beaucoup plus grande que U’ ou U '. On appellera
QL la tribu d’avenir du temps ¢, engendrée par les X*,u = t.

S) De;s probabilités P> * sur £, ¢ € R, x € E. Les images de P% *
par les (X ', X2, ..., X"), < t, <t,...<t, seront données, en
fonction des probabilités de transition, par (4,1) (sans rien supposer sur
les temps < o). En particulier, pour s < ¢, X’ (P**) = P(s, ¢ ; x). Puis-
que £ n’est pas nécessairement l’espace des trajectoires, P” * n’est
nullement déterminée par les images précédentes. On supposera que
x > P®*, en tant que fonction sur E a valeurs mesures sur
(2, ©)(*¥**), est universellement mesurable. Cela permet de construire

des probabilités P7** = f w(dx) P°* pour u probabilité sur (E , &).
E

6) Des désintégrations, c’est-d-dire des probabilités X, sur
Q, s € R, w € Q. On supposera que X}, est reliée aux probabilités de

(**) Voir note (12), page 234.
(***) Voir note (9), page 222.
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transition par ses images x,x2, XM (X}, ) données par (5.1).
On a en particulier X’O\L) =P(s, t,; X’ (w)), s < t. Puisque £ n’est
pas nécessairement I’espace des trajectoires, A\{, n’est pas déterminée
par les images précédentes. On constate alors que (proposition évi-
dente (5.4 ter)) N\, et P X cgincident sur la tribu *U d’avenir du
temps s.

7) On suppose alors des propriétés de désintégration. (4.7) :
P”* est désintégrée, relativement a X° : (2, ©) - (E, &), par
x = P7* (ce serait une conséquence automatique des hypothéses,
a condition de mettre des hypothéses supplémentaires sur les projec-
tions de P”* pour des temps < ). Puis P°'* admet (¢, w) = A\,
comme désintégration réguliére relativement aux tribus B, ¢ = o,
et X, admet (¢, W) > 7\;, comme désintégration réguliére relati-
vement aux tribus W', ¢ = s (théoréme (9.1)). Cela ne résulte aucu-
nement des hypothéses antérieures, lorsque £ n’est pas I’espace des

. t
trajectoires, ni %' la tribu QL *.

8) On peut (mais pas forcément) supposer aussi la donnée de
probabilités X, s € R, w € Q. Leurs projections

X, x?, L xXmyo8)
seront alors supposées données par (9.3) ; en particulier
X'N;)=P(, 1, X7 (w)),

s <t. On supposera alors que, pour la désintégration réguliére
(t,w > N, de P”* (pour t > 0) et de X}, (pour ¢ > s), un sys-
téme de limites 4 gauche est donné par (¢, w') = A ; et que A
admet aussi pour désintégration réguliére, pour les =3,
(t, W)~ )\Z,, avec pour systéme de limites 4 gauche, pour ¢ > s,
(t,w") = N5, ((99) et (9.11)).

9) On peut supposer donnés des opérateurs de translation 6° :
Q > Q, avec X" o 6° = X" Mais il n’y a pas de régle de transfor-
mation simple des P°"* et X\, par 0" si le processus n’est pas homogéne
dans le temps. S’il est homogéne dans le temps (§ 11), on a les formu-
les de transformation (11.4), au moins lorsque ’on considére les va-
leurs des probabilités indiquées sur des événements de la tribu des tra-
jectoires pour les temps= o —rous — r.
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10) La propriété forte de Markov est alors un sous-produit des
données antérieures. Elle suppose une propriété de mesurabilité sup-
plémentaire. En effet, si E est arbitraire, et si T est un temps d’arrét,
XT n’appartient pas nécessairement 4 la tribu universellement mesura-
ble © (c’est vrai dans le présent article et méme xT e ‘BT, parce que
E est contenu dans un souslinien complétement régulier (0.4), et que
XT est la limite d’XT”, ou les T, sont des temps d’arrét = T, ne
prenant chacun qu’une infinité dénombrable de valeurs, donc pour
lesquelles X' € ‘GT"). Alors la tribu Tl d’avenir du temps T, en-
gendrée par les XT** + >0, est dans O, et on peut prendre 1’espé-
rance conditionnelle de Fo 8T par rapport a la tribu ®T ;la propo-
sition (10.1) donne alors la propriété forte de Markov, et sa démons-
tration est triviale.

11) I reste vrai, sous les hypothéses précédentes, que, pour
P%* -presque tout w’ (resp. pour X’} - presque tout w'), la trajec-
toire ¢t P X'(w') reste entiérement dans I’ensemble des points nor-
maux pour ¢ = o (resp. ¢ = s). On ne peut plus le démontrer comme
a (9.13), car I’ensemble des (¢, x) normaux n’est plus ici fermé dans
R x E. Mais nous voulons montrer que, pour P®* -presque tout
w', pour tout t =0 (¢,X"(w') est normal, c’est-d-dire Pt X'(w)
-presque sarement X’ = X’(w’). Or I’événement X’ = X’ (w') ne
dépend que de la tribu d’avenir du temps ¢ et alors sa probabilité pour
P X (@) est aussi sa probabilité pour \.,.. Et un théoréme général sur
les désintégrations réguliéres (****) dit justement que, P”’* admettant
la désintégration réguliére (¢, w') » AL, pour >0, pour P%¥
- presque tout w', pourtout ¢ = o, X} .-presque sirement X’ = X*(w'),
cqfd. (Par contre, il n’est plus nécessairement vrai que les points
X' (w') soient normaux (9.14), et c’est en effet inexact pour des pro-
cessus markoviens trés courants). De cela on déduit la relation de nor-
malité (3.2) : pour s, ¢ donnés, s < ¢, x donné € E, pour P~ -presque
tout w’, (¢, X*(w')) est normal ; donc, pour X’ (P* *)-presque tout y,
c’est-a-dire P (s, t;x)-presque tout y, (¢, y) est normal. Dans le pré-
sent article, nous avons supposé (3.2) ; c’était nécessaire pour démon-
trer les propriétés des désintégrations réguliéres du théoréme (9.1),
c’est-d-dire le point 7) indiqué ici. Mais si on suppose 7), alors (3.2) s’en
déduit.

(****) Schwartz [2], théoréme (5.18) page 125.
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Le présent article montre alors, que moyennant quelques hypo-
théses sur E (universellement mesurable dans un souslinien compléte-
ment régulier), et sur les P(s, 7, x) (K-continuité, (2.1), et fuite 4 I'in-
fini (7.1)), on peut construire un processus fortement markovien au
sens ci-dessus, ou §2 est ’espace des trajectoires réglées et continues a
droite. Les processus de Markov qu’on rencontre dans la pratique sont
en fait presque toujours formés a partir de ce cas simple, par des trans-
formations diverses (mélanges, assassinat par des fonctions multiplica-
tives, changements de temps, etc.). Il semble que, dans tous ces cas, les
processus trouvés possédent les 11 propriétés ci-dessus indiquées.

0. Préliminaires.

A partir du § 4, E sera un sous-espace topologique universellement
mesurable d’un espace souslinien E complétement régulier. Cela assu-
rera que :

(0.0) la tribu borélienne & de E est dénombrablement engendrée,
et il existe une suite de fonctions continues qui ’engendrent (et qui
sont méme les restrictions & E de fonctions continues sur E)(1) ;

(0.1) E est radonien : toute probabilité sur (E, &) est de
Radon () ;

(0.2) les compacts de E sont métrisables (3) ;
(0.3) la tribu borélienne de EN est ®" & (4) ;

(0.4) E admet une topologie moins fine métrisable, séparable,
ayant les mémes parties boréliennes (°), donc le théoréme d’Egoroff
s’applique : la limite simple d’une suite d’applications mesurables de
(F , %) dans (E , &), est encore mesurable ;

1) ’l;héoréme de Fernique ; toute suite de fonctions boréliennes d’un espace
souslinien E, séparant les points, engendre la tribu borélienne : Schwartz [1], lemme
18, p. 108. Or les fonctions continues sur E séparent ses points, puisqu’iLest com-
plétement régulier ; une suite d’entre elles les séparent aussi, puisque E x E est
souslinien donc Lindeldf (Schwartz [1], proposition 3, p. 104 et proposition 4,
p. 1095).

(2) Un espace souslinien est radonien, Schwartz [1], théoréme 10, p. 122
(Paul-André Meyer), puis Schwartz [1], proposition 8, p. 118.

(3) Un compact souslinien est métrisable, Schwartz [1], théoréme 6, p. 111.
(4) Schwartz [1], remarque p. 105.
(5) Schwartz [1], corollaire 1, p. 105 et lemme 17, p. 108.
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N LO.S) E", EN ont la méme propriété que E. Ils sont contenus dans
E", EM sousliniens. Ils sont radoniens, comme produits dénombrables
de Radoniens a4 compacts métrisables (6), donc universellement mesura-
bles.

Remarque. — E n’est donc pas nécessairement métrisable : par
exemple on peut prendre E = @', espace des distributions.

1. Convergences de fonctions continues et de probabilités.

Dans tout ce paragraphe, E sera un espace topologique séparé arbi-
traire.

DEfFINITION (1.1). L’EspaceE KCB (E). — On dira qu’une applica-
tion est K-continue (resp. K-sci, sci = semi-continue inférieurement,
resp. K-borélienne) si sa restriction a toute partie compacte est continue
(resp. sci, resp. borélienne). L’espace vectoriel KCB (E) est ’espace des
fonctions sur E a valeurs réelles, bornées, K-continues. Nous ne met-
trons pas sur cet espace une topologie, mais une notion de conver-
gence : un ordonné filtrant (f;);< est dit convergent dans KCB (E), s’il
est borné, et s’il converge uniformément sur tout compact de E.

DEFINITION (1.2). L’ESPACE P(E). — P(E) est I’espace des pro-
babilités de Radon sur E.

Une partie M de P (E) est dite équiconcentrée, si pour tout e > 0,
il existe un compact K de E tel que u(K) = 1 — € pour toute up € M.
Cela entraine la relative compacité de M pour la topologie étroite, et la
réciproque est vraie si E est localement compact ou polonais (7).

L’espace P (E) peut étre muni de la topologie étroite, mais nous y
mettrons de préférence une notion de convergence : (4;);c; converge
vers i si u; converge étroitement vers u, et si en outre les u; sont équi-
concentrées. Quand nous dirons que p; converge étroitement vers
4, nous entendrons exactement la convergence pour la topologie
étroite ; quand nous dirons que u; converge vers u dans P (E), ou sim-

(6) Schwartz [1], théoréme 8, p. 121, proposition 8, p. 118, proposition 9,
p. 119.

(7) Schwartz [1], théoréme 3, p. 379 et théoréme 4, p. 381 (Prokhorov).
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plement converge vers u, nous entendrons que les u; convergent étroite-
ment vers u et sont équiconcentrées.

ProprosITION (1.3). — L application (i, f) & u(f) est continue
pour les convergences définies sur P (E) et KCB (E).

Démonstration. — Supposons que [; converge vers u et f; vers f ;
nous voulons montrer que u; (f;) converge vers u (f). Il suffit de mon-
trer que u,;(f; — f) converge vers 0, et que u;(f) converge vers u(f).
Quitte 4 ajouter une constante aux f;, on peut toujours supposer que
0 <f; < 1. Soit K un compact tel que ﬂi(ﬂ K) < € pour tout i. Alors
[, (i = I Sup |f;(x) —f(x)| + € ;donc lim. sup. |y, (f; — f)I<e

x€EK
donc = 0. Ensuite, soit f’ la fonction égale 4 fsurKeta 1 sur (K ;f’
est sci (semi-continue inférieurement), donc, d’aprés la définition de la
convergence étroite, lim. inf. u; (f") = u (f"). Alors

lim. inf. u,(f) = lim.inf. u,(f) —e > u(f) —e=>u(f) —¢.

Donc lim. inf. u;(f) 2 u (f). En utilisant la fonction ", égale a fsur K
et a 0 sur 0 K, qui est scs (semi-continue supérieurement), on trouve

lim. sup. p; (f) < p(f), cqfd.

Remarque (1.3 bis). — Une partie de 1’énoncé ne suppose pas la
convergence étroite des u; ni la K-continuité des f; : si les f; universelle-
ment Radon-mesurables convergent uniformément vers f sur tout com-
pact en restant bornées, et si les u; sont équiconcentrées, u;(f; — f)
converge vers 0.

Remarque (1.3 ter). — Si f est K-sci (sa restriction a tout compact
est sci), bornée ou = 0, et si u; converge vers 4 dans P (E),

lim.inf. u;(f) =2 u(f).

On utilise en effet la méme f' que ci-dessus pour f bornée < 1, et alors
lim. inf. g, (f) = lim.inf.u,(f)—e > pu(f)—e=>u(f) —e, donc
= u(f).

Le cas f = 0 non bornée se traite par passage 4 la limite.
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COROLLAIRE (1.4). — Soit T un espace topologique, f une fonc-
tion réelle K-continue bornée sur T x E x E, x = u, une application
K-continue de E dans P(E). Alors (¢t,x) = u, (f(t,x, -)) est dans
KCB (T x E).

Démonstration. — P (E) est, comme toujours, muni de sa notion
de convergence : donc la K-continuité de x = u . veut dire que, si H
est un compact de E, la restriction de x ~ u, a H est continue pour
la topologie étroite de P (E) et que les u,., x € H, sont équiconcentrées.

Prenons t € A, x € H compacts. D’une part, si K est un compact
de E, fest continue sur A x H x K, donc (¢, x) = f(¢, x, .) est conti-
nue de A x H dans C(K) ;donc, K étant arbitraire, continue de A x H
dans KCB (E). D’autre part, (¢, x) = u, est continue de A x H dans
P(E). Dapreés (1,3), (¢,x) = p, (f(¢,x, -)) est continue de A x H
dans R. Donc, en faisant maintenant varier A et H,

@, x) > u (f@,x, )

est K-continue de T x E dans R, elle est donc élément de KCB (T x E),
cqfd.

2. Les probabilités de transition, propriétés topologiques.

Dans tout ce paragraphe, E sera un espace topologique séparé dont
les parties compactes sont métrisables, de maniére que toute probabilité
portée par une réunion dénombrable de compacts soit de Radon.

DEFINITION (2.1). —Pour s, t réels, s <t, et x €EE,P(s, t, x)
sera une probabilité de Radon sur E, appelée probabilité de transition
de linstant s d l'instant t, avec départ en x d linstant s. On devra ima-
giner, pour B borélien dans E, P(s, t ;x) (B) comme la probabilité
qu’une particule soit dans B d linstant t, sachant qu’elle est au point
x d linstant s. Par abus d’écriture, dans la suite, nous écrirons

s,5)€ER xR,

alors que l'on devrait ajouter s < t ; ce sera sous-entendu. On se borne
souvent a prendre des temps = 0 ou 2 0 donné ; toute la théorie est
évidemment la méme. On supposera (s, t ,x) = P(s, t, x) K-continue,
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relativement d la convergence dans P (E). Cela veut dire que, si H est
un compact de E, (s, t, x) est continue sur R x R x H pour la topolo-
gie étroite, et que les P(s, t, x), pour s, t bornés et x € H, sont équi-
concentrées. On définit alors, pour f universellement Radon mesurable,
bornée ou = 0, P (f) comme la fonctionx = P(s, t;x) (f).

PROPOSITION (2.2). —P¥ f=>0sif=0;P¥"1 =1;
NP < I fIl

pour la norme sup. du module. Pour f € KCB(E), P**f € KCB (E).
Lapplication (s, t,f) = PS'f est continue de R x R x KCB (E)
dans KCB (E). Si x décrit un compact Hde E,

(s,t,f,x) > P"'fx)=P(s, t;x) (f)

est continue de R x R x KCB (E) x H dans R.

Démonstration. — Le début est évident.

Puisque f € KCB(E), x = P(s, ¢, x) (f) est K-continue d’aprés
la proposition (1,3), donc P**f € KCB (E). Ensuite, la premiére conti-
nuité indiquée veut dire : sis; converge vers s, ¢; vers £, f; vers f pour la
convergence de KCB (E), c’est-d-dire uniformément sur tout compact
en restant bornée, alors P°¥'f f; converge vers P*’ f uniformément sur
tout compact en restant bornée ; la deuxiéme continuité veut dire que,
si x; converge vers x en restant sur un compact H, P(s;, ¢, ; x;) (f})
converge vers P (s, ¢, x) (f).

La deuxiéme continuité résulte alors aussitot de (1.3). Mais alors
elle entraine aussitdt que peirti f; converge vers P*'*f dans C (H) et évi-
demment en restant bornée sur E, donc dans KCB (E).

Remarque (2.2 bis). — Sans hypothése d’équiconcentration, mais
en supposant x +— P(s, ¢,x) continue pour la topologie étroite,
P*''f est continue bornée pour f continue bornée.

PROPOSITION (2.3). —Si f; converge uniformément vers O sur
tout compact en restant bornée, P** f; converge vers 0 uniformément
sur tout compact en restant bornée, uniformément pour s, t bornés.

Si (f,),en estune suite convergeant simplement vers O en restant
bornée, (P'f,),cn converge simplement vers O en restant bornée.
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Démonstration. — La deuxiéme propriété résulte du théoréme de
convergence dominée de Lebesgue, la premiére de (1.3 bis).

PrRoOPOSITION (2.4). — Si f est K-sci (resp. K-borélienne), bornée
ou = 0, il en est de méme de P**f, et de la fonction

(,t,x)~> PYIf(x)=P(s, t;x)(f).

Démonstration. — Le cas sci résulte de (1.3 ter).

L’ensemble 3 des fonctions boréliennes bornées pour lesquelles
P’ f est K-borélienne, est un espace vectoriel, stable par passage i la
limite des suites bornées, et il contient les fonctions sci bornées. Par le
théoréme des classes monotones (8), il contient donc toute la tribu des
parties boréliennes, donc toutes les fonctions boréliennes bornées par
approximation uniforme par des fonctions étagées.

Soit maintenant f K-borélienne bornée. Lorsque s, ¢, x parcou-
rent des compacts, il existe un compact K de E tel que P(s, ¢, x)
(0K) < e ; la fonction f 1 est borélienne, donc P"t(flK) est K-
borélienne ; mais |P"'(f —f1x)|<eSup|f| ; donc P"'f, limite
uniforme de fonctions K-boréliennes est K-borélienne. Le cas fK-
borélienne = 0 non bornée se traite en prenant la limite croissante
des PS*(Inf.(f, n)), n € N. Raisonnement analogue pour la fonction
Gs,t,x) > PSf(x).

Remarque (2.4 bis). — Sans hypothése d’équiconcentration, si
x ~ P(s, t,x) est continue pour la topologie étroite, alors, pour f
sci ou borélienne, bornée ou = 0, P*'* f est sci ou borélienne.

ProPosITION (2.5). — L application (s, t,x) ~ P(s,t,x), en
tant que fonction sur R x R x E d valeurs mesures sur E muni de sa
tribu borélienne, est K-borélienne. Si u est une probabilité de Radon

(8) Le théoréme des classes monotones dit que, si (3 est un ensemble de
parties d’un ensemble X, X € (3, stable par intersections finies, et & D>@ un
ensemble de parties, stable par différence (A,BE€ &, A D B, implique
A — B€ () et par réunion des suites croissantes, alors (L contient la tribu en-
gendrée par 03. Il existe un énoncé analogue pour les ensembles de fonctions
bornées. Si 03 est un ensemble de fonctions réelles bornées, 1 € 03, stable par
multiplication, & D (3 un ensemble de fonctions réelles, qui est un espace vec-
toriel, stable par passage 4 la limite des suites bornées, alors L contient toute la
tribu engendrée par (3.
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sur E, uP%* = f P(s, t;x) u(dx) est aussi une probabilité de Radon
E

sur E. Pour f bornée universellement Radon-mesurable, P*'* f I’est aussi
ainsi que (s, t,x) > P(s,t,;x)(f) et <uP® f>=<u,P"'f>.
Si u, converge vers p dans P (E), u; P*'* converge vers uP*'*.

Démonstration. — Dire que (s, t,x) = P(s, t,x) est K-boré-
lienne, en tant que fonction a valeurs mesures (%), c’est exactement dire
que, pour toute f borélienne bornée, (s, ¢,x) = P(s, t,x) (f) est K-
borélienne. On peut alors considérer 'intégrale

ubtt = [ P(s, 1:x) pdx).
E

Par définition de cette intégrale, si f est borélienne bornée,
<wuPSt f>=<u ,PUf>.

Montrons que uP*'? est une probabilité de Radon. Il existe un com-
pact H de E sur lequel u est concentrée a € prés ;alors, lorsque x décrit
H, P (s, ¢, x) est concentrée a € prés sur un compact K. Alors

P*H(K) = dx)P(s,t,x)(K)=> [ =1 —e?.
WP ) = [ @) P, 0 ®> [ >0 -0

Donc uP® ! est concentrée sur une réunion dénombrable de compacts,
qui sont tous métrisables par hypothése, donc elle est de Radon. Suppo-
sons que f soit universellement Radon-mesurable. Elle est en particulier
uP* *-mesurable. Elle est alors comprise entre deux fonctions f’, £, bo-
réliennes, dont la différence est uP® ’-négligeable. Mais alors PS'’f’ et
PSf" sont K-boréliennes, et leur différence est u-négligeable, donc
P*’f est u-mesurable, donc universellement Radon-mesurable, et on a
encore < uP®’ f>=<u,P"'f> La mesurabilité universelle de
(s,t,x) P(s, t;x)f s’obtiendrait en prenant une probabilité de
Radon sur R x R x E au lieu d’une probabilité de Radon sur E.

Il reste & voir la convergence. Supposons que u; converge vers
u, c’est-a-dire converge étroitement en restant équiconcentrée. Comme
plus haut, il existe un compact H sur lequel les u; sont concentrées a

(9) Soit x > A, une fonction & valeurs mesure = 0 sur un ensemble §2
muni d’une tribu ©. Elle est dite appartenir a une tribu & sur X, si, pour tout
BE O, x — \,(B) appartient & 8. Pour ces propriétés et les intégrales de mesures,
voir Schwartz [2].
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€ prés, puis K sur lequel les P (s, ¢, x) sont concentrées a € prés pour
x € H (et méme pour s, ¢ bornés) ; alors, comme plus haut,

WP K> (1 —e)? ;

donc les y; P%'? sont équiconcentrées, pour s, ¢ bornés. Ensuite soit f
bornée sci ;

lim. inf. < p,P**, £ > = lim. inf. < p, , PS7f > = <p ,P*'f>

(parce que P*'f est K-sci, (2.4), puis (1.3 ter)) = < uP** f>. Donc
u; P** converge vers uP*'* dans P (E).

Remarque (2.5 bis). — On ne peut pas parler de convergence
étroite uniformément pour s, ¢ bornés, car, si E n’est pas complétement
régulier, la topologie étroite de P (E) n’est pas uniformisable. Mais sup-
posons E complétement régulier ; alors, si ; converge vers u dans P (E),
u;P** converge vers uP*'* dans P (E), uniformément pour s, ¢ bornés.
En effet, si s; converge vers s, #; vers ¢, et si f est une fonction continue
bornée, < u,; , P'i'fif > converge vers < u ,P"'f> : cela prouve que
<p,;, P* f> converge vers <p,P* f> uniformément pour s, ¢
bornés.

Remarque (2.5 ter). — Si x = P(s, ¢t,;x) est continue pour la
topologie étroite, elle est évidemment borélienne en tant que fonction
a valeurs mesures, d’aprés (2.4 bis).

3. Les relations de Chapman-Kolmogorov et de normalité.
E sera un espace topologique dont les parties compactes sont

métrisables. On suppose données des P (s, ¢ ; x) vérifiant les propriétés

du paragraphe précédent. On supposera en outre qu’elles vérifient les
deux relations suivantes :

Relation (3.1) de Chapman-Kolmogorov.

Pour r<s<tx €E:

PGr.t;x)=J P(r,s:x)(@)PGs, 1)
E

(intégrale de mesures) (10).

(10) Schwartz [2], p. 15.
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Relation (3.2) de normalité.
Pour s <t x €E, pour P(s, f,x) — presque tout y,
P(r,1;9)=35,.

Un point (¢, y) est dit normal, ou y est dit normal a I’instant ¢, si
P(,t;y)= tSy. Puisque (¢, y) > P(¢, t,y) est K-continue, ainsi que
y = b, ensemble des points normaux de R x E est K-fermé (son
intersection avec tout compact est fermée). La relation (3.2) exprime
que P(s, ¢, x)-presque tout point y est normal a I’instant .

La relation de Chapman-Kolmogorov entraine immédiatement :

PropPoSITION (3.3). — Pour r < s < t, f universellement Radon-
mesurable sur E, bornée ou = 0, et u probabilité de Radon sur E :

Pr,S(PS,tf) — Pr,tf
(uPr,S) PS,t — ”Pr,t

Mais on n'a pas nécessairement P*'° f = fni uP** = u(non normalité).

4. Construction du processus.

A partir de maintenant, E sera un sous-espace universellement me-
surable d’un espace topologique E souslinien complétement régulier.
Nous appellerons §2 ’ensemble ER des trajectoires R = E, muni de la
tribu produit tensoriel © = ®R &, ou & est la tribu borélienne de E.
Nous choisirons une fois pour toutes un “point de naissance’’y dans E,
et nous construirons une probabilité P®*, x € E, ¢ € R, utilisant les
probabilités de transition, et pour laquelle, extérieurement presque si-
rement, la trajectoire sera au point ¥ aux temps < o (*) ; intuitivement,

(*) On peut adopter diverses attitudes, en ce qui concerne la position de la
trajectoire aux temps < 0 :

1) ’attitude actuelle ; P ™ -extérieurement presque sirement, la trajectoire
est en aux temps < 0 ;le choix du point est totalement indifférent ; on peut méme
rajouter pour cela un point v 4 I’espace E, avec {V} ouvert dans E U {y}, et poser
P(s,2,V)= 0y ;

(Voir suite page ci-apreés).
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ensuite, elle partira de x, encore que la trajectoire ne soit pas nécessaire-
ment au point x 4 P’instant 0 (non normalité). Il sera commode d’appe-
ler X’ la projection a l’instant ¢ : E® - E ) sur le facteur EV} = E,
et on posera :

(X, X2, ..., X)) (PO¥) 4.1)
= 8v(dx,) bv(dx,)...8v(dx,_,)P(0,1;x) (dxy)
Py, ey 5 X)) @Xpeiy) - P,y s 15, 1) (dXy,)

pour t, <t,... <t <ot <t ...<t, ;cest une probabi-
lité sur E{tl et} o E" . Détaillons un peu cette probabilité. Soit f K-
borélienne, bornée ou = 0 sur E”. Alors :

(X1, X2, ..., X") (P®¥) (f) (4.1 bis)
=fEP(o,tk;x)(dxk)fEP(tk,tkﬂ;xk)(dxkﬂ)...

o Pt X ) @) PV VX X, x,)
E

Tout d’abord considérons :
g0 %) = [ Py sty5x, ) (dx,) (4.1 ter)
E
OV, VX, Xy, X))

Cette fonction est K-borélienne sur E”" %, Elle est en effet K-
continue si f est K-continue bornée, d’aprés le corollaire (1.4) ou
T=EY '"m-2) P’ensemble @ des f bornées pour lesquelles elle
est K-borélienne est un espace vectoriel, stable par passage a la limite
des suites bornées ; donc, d’aprés le théoréme des classes monotones

2) on pourra décider que, P%"*-extérieurement presque sirement, la tra-
jectoire est en x aux temps < 0 ; mais la proposition (4.7) n’est alors plus vraie si
le processus n’est pas normal ni I’égalité PO*¥ = P%# de (4.6). On le pourra
toujours si tous les points sont normaux, P (¢, ¢ ; x) = &, pour tous et x.

3) On pourra décider que P?* est seulement une probabilité sur 1’espace
El9*>= des trajectoires aux temps > 0, muni de la tribu ®(%*=1 &. C’est ce qui
sera le cas 4 (4.8) pour P(0, [0, + o[ ;u). L attitude 2) est impossible sans hy-
pothése de normalité ; nous souhaiterons, dans bien des cas, que toutes les P%*
soient sur le méme espace §2 ; il ne reste que lattitude 1).



226 L. SCHWARTZ

@3 contient le tribu engendrée par les fonctions continues, qui est la
tribu borélienne bornée puisque E" ¥ est contenu dans un souslinien
complétement régulier (0.0). Mais, si f est K-borélienne, bornée, et si
X, Xp,...,Xx,_, restent dans un compact H de E, il existe un compact
KDHU (v} de E tel que P(r,_,,1,;x,_,) (bK)<e, et alors

SIPG, sty 33,0 (@x,)
VX)) =1 x) 1l <ellfl,

donc lintégrale (4.1 ter) est limite K-uniforme de fonctions
K-boréliennes bornées, donc est K-borélienne bornée. Alors on peut
calculer

fP(tn—z’ fy_y 3 Xp_p) (Ax, )8y, .. X,_1),

qui est encore K-borélienne bornée ; et ainsi de suite. On a donc bien
ainsi défini (Xtl R X" - .Xt") (P®*) comme une probabilité sur
ElYrf2 ') = E" muni de sa tribu borélienne, qui est le produit ten-
soriel des tribus boréliennes d’aprés (0.3). A noter la forme particuliére
que prend cette intégrale lorsque f est de la forme

Gpse oo x,) > 1)) F0) (xS
fonctions boréliennes, bornées ou = 0, sur E. C’est
(X", X2, X"y PN(U, ®f,® B f,) = (4.2)

=f1 (V)fz v).. -fk_1 (V)gk(x)
ou

g = POR(f PR AL (L (f,_,Pi-vin-1(f  PR-1Tn(f))). L))

La probabilité ainsi trouvée sur E” est de Radon, puisque E” est
radonien. Lorsque ¢, ,... t, varient, les projections obtenues sont
cohérentes, par la relation de Chapman-Kolmogorov, donc définissent
bien par le théoréme de Kolmogorov une probabilité P®* sur = E®
muni de la tribu ®® & .

Il résulte trivialement de la définition que, pour tout temps ¢ < g,
la trajectoire est P** presque siirement en V. Comme tout ensemble de
O = ®R6, contenant I’ensemble des trajectoires qui sont en V aux
temps < 0, contient un produit (1° x ER\D , D dénombrable < o, il
est de P”*-mesure 1 ; donc ’ensemble des trajectoires qui sont enV
aux temps < o est de P%"* -mesure extérieure 1. Par ailleurs
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X (P"*)="P(0,t;x) 4.3)

pour t = 0, = 8y pour ¢ < 0. En particulier X*(P”*) = P(0,0 ;x) ;
donc il est vrai que P%* -presque sirement la trajectoire est en x a I’ins-
tant o, si et seulement si (o, x) est normal. Bien évidlemment (4.1) est
aussi la valeur de P%* (fo (X1, X2, . . X" )), donc (4.2) est la va-
leur de PO ((f, o X"1) (f, e X"2) ... (f, o X")).

On voit alors que (0,x)~ PZ*(fo (X',...X")) est K-
borélienne ; comme les fonctions de la forme fo (X, ... ,Xt"), f
borélienne bornée sur E”, engendrent la tribu ®" & , lorsque » et les
t; varient, on en déduit que pour toute fonction F € ®R &, bornée
ou =0, (6,x) ~ P”*(F) est K-borélienne ; donc, en tant que fonc-
tion sur E a valeurs mesurés sur (2, @), (o,x) > P”* est K-boré-
lienne, donc universellement mesurable. On peut donc calculer, si u est
une probabilité de Radon sur E :

Pt = f P%* u(dx) (donc P”* =P%°x), (4.4)
E

avec

X, LX) = [ ) Sg(dx,) .. By (dxy_y)

€E

P(o,t,;x)(dx,) ... P(t,_y, t,5x,_1) @x,) (4.5)

Remarque (4.5 bis). — Si x = P(s, t,;x) est continue pour la
topologie étroite, alors x = P>*, en tant que fonction sur E a va-
leurs mesures sur (£2, ©), est borélienne. Il suffit en effet de remar-
quer que, pour des f; boréliennes,

x & POE(fy 0 XY (fy 0 XY (f, 0 X)),

donnée par (4.2), est borélienne.

Remarque (4.5 ter). — La formule (4.1 bis) subsiste sans modi-
fication si certains des ¢; sont égaux. Soient

<t < <t <Ot <t ...<t,.

Alors (th , X2, ..,X'™)est une application de §2 dans
E(tl’t2 ,,,,, tn) ~ En )
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Pour avoir I'image de P”*, on devra appliquer (4.1), en remplacant
P(ty, 10, %) (dxg,,) par 8xQ (dxq,,) pour tout £ tel que

toy1 = 8= 0.

Mais le résultat est le méme si on laisse P (¢, , 7y, ;x,) (dxg,,) ; €n
effet, par la normalité (3.2), P(¢y,%e,, ; X¢) = P2y, 1, ;xg) = ng

pour P(zy_, ,t, ; xg_,;) — presque tout x,, si & — 1 > k, pour
P(o,t, ;x) — presque tout x, si & = k.

ProPOSITION (4.6). — Fixons 0 une fois pour toutes. Posons
ug = up®° = f u(dx)P(o, 0 ; x),desortequed = P(0,0 ;x).
Alors p99= pu , p —> pY est une projection de P(E) sur le sous-

ensemble des probabilités portées par ’ensemble des points o-normaux
de E. Enfin X° (P°*) = p4 et P *9 = po#¥,

Posons f9= P”°f, pour f borélienne, bornée ou = 0. Alors
f— f est une projection sur l’ensemble des fonctions qui vérifient
pour tout x : f(x) = 8,(f) . le noyau de cette projection est l'en-
semble des fonctions portées par le complémentaire de l'ensemble
des points o-normaux. Ona < u% , f> = <u, f7>.

Démonstration. — Si u est portée par I’espace (K-fermé) de ’en-
semble des points g-normaux, on aura, pour p-presque tout x,

P(o,0 ;x)=56,,

donc u% = pu. Ensuite u -presque tout point y est o-normal ; cela
résulte de la définition de u% et de ce que P(o,0 ;x) — presque
tout point y est o-normal (relation (3.2)) ; donc u#% est portée par
I’ensemble des points o-normaux. Alors u4% = u#%, ce qui résulte
d’ailleurs de Chapman-Kolmogorov, uP*° P?'° = uP>°,  Ona

X*(P**) =P(0,0 ;x)

donc X° (P*) = f u(dx)P(o,0 ;x) = uv. Enfin les projections
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sur les produits finis de P7* et de P°4% sont données par (4.5) (10 bisy
et comme

S @ P@, 0% @) P, 1, ;)
[ w@x) P(o, b, 5 %)

[ ua@y) P, 1 10

(par Chapman-Kolmogorov), ces projections sont bien égales.

P’ P®°f = P®%f donc f79= f% donc f —> f%est une pro-
jection. L’image est I’ensemble des f telles que f = f9 c’est-a-dire
f(x) = 8, (f) pour tout x. Le noyau est I’ensemble des f telles que
5? (f) = 0 pour tout x ;cela entraine que f (x) = 0 six est o-normal,
et inversement, si cette propriété est réalisée, 5? (f) = 0 pour tout x,
puisque Sf' est portée par I’ensemble des points o-normaux. Enfin

< u&, >

f u(dx) P(o,0 ;x) (f) = f p(dx) f9(x)
<wu,f9>.

PROPOSITION (4.7). — Pour toute probabilité u sur E ,P°" est
strictement désintégrée(“), relativement d l'application X° de S dans
Uespace E muni de sa tribu universellement mesurable &, par

x —> PT¥.
Donc la famille x —> P%'* est autodésintégrante : chaque P°'* est
désintégrée relativement d X° par y — P°Y. On peut remplacer &

par la tribu borélienne &de E, si x —> P(s, t ; x) est continue pour
la topologie étroite.

Démonstration. — 1l suffit de vérifier les 3 conditions habituelles
de la désintégration stricte :

a) x —> P%* appartient 4 la tribu universellement mesurable ;

(10 bis) Ceci ne serait plus vrai si on avait mis Bx au lieu de §y, voir Note (*)
page 224 (4.7) qui s’en déduit, ne serait pas vrai non plus.

(11) Désintégration : voir Schwartz [2], (2.10) page 35. Désintégration
stricte : loc. cit. théoréme (2.20) page 39 ; on appelle désintégration stricte une
désintégration ayant la propriété indiquée dans ce théoréme.
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b) P%* est lintégrale des P®* par rapport a4 la mesure image
X° (P°'#) = u%. En effet, P* = P°*7 (d’aprés (4.6))

= [ wo@n o

par définition de P*'* 7 ;

>

c) Pour wp4-presque tout x, X*(P°*) = P(0,0 ;x) = 8, par
(4.6).

Remarque (4.7 bis). - Les désintégrations permettent de parler
de lois conditionnelles ; lorsqu’on donne I'information supplémentaire
X° = x, la loi conditionnelle, partant de P>’*, est P°* [La normalité
n’est pas nécessaire pour cela ; dans les désintégrations ou lois condi-
tionnelles, on ne s’intéresse qu’a X° (P”*) = u&-presque tous les x,
et us-presque tout x est o-normal]. Et alors la loi conditionnelle de
X', t = o, sera X'(P”*) = P(o,t ; x). La probabilité de transition
est donc bien ce qu’on pense ; avec l'information supplémentaire
X° = x, a partir de P?*, la loi conditionnelle de X’ est P(o , ¢ ; x).

(4.8) Extensions et nouvelles écritures.

On peut se borner a considérer les temps ¢ € R, sous-ensemble
arbitraire de R, et construire alors une probabilité de méme nature
sur (ER, ®® &) ; elle n’est autre que la projection de P°’* sur cet es-
pace, par la projection naturelle E® — ER. On est alors amené
a de nouvelles notations. D’abord on posera P(s, {¢} ; u) ou

P(G,t ;0 = fu(dx) P(s,t;x);

alors X*(P”*) = P(o, t ; u). Puis, pour R C R quelconque, on
notera P(o, R ; u) la probabilité analogue a P%*, construite sur
ER, ®@® & P%* = P(0, R ; u). X étant la projection sur E} = E,
on pourra noter X® la projection sur ER | alors

X®P(,R ;u) =P(,R ;u.
On pourra alors généraliser (4.5) comme suit :
PRrROPOSITION (4.8). — Soient

Isl 5 t1]’ |s2 ’ tz] LR ] Isn_l ’ tn_lly Isn ’ tnl
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une suite d’intervalles de R ; |veut dire] ou [, lintervalle contient
ou non son extrémité gauche ; tous les intervalles contiennent leur
extrémité droite, sauf peut-étre le dernier ; t; < s;.y Si IS;.4, t;11]
contient son extrémité gauche, t; < s;,, s'il ne la contient pas (autre-
ment dit les intervalles sont disjoints et vont en croissant). On sup-
pose que s, = 0. Alors, si l'on appelle w; la projection de w € ER
sur B'Si- 1) (EYn *n! pour le dernier), ou encore si on appelle

(W, Wy oo, W)

Asi, t;l e .
un point courant de E' " ou I E'si- fil (toujours s, , t

nl
i=1,2,..,n

pour le dernier), on aura :

P, U is,, 4] p) dw, ,dw,,...dw,) =

/ | u@x) @411 8g) (dw,) ... (@1l by) (e, )

x<€
t
P(0,10, 4] ;x) (W) Py, IS4y 5 tray) s X (w,)) (dwyyy)
Py 08, st ] XN (W, ) ([dw),) . (4.8 bis)
Démonstration. — Elle ne comporte que des difficultés d’écri-
ture : On démontre 1’égalité des projections des deux membres sur

les produits finis. Bornons-nous a un cas simple qui suffira pour com-
prendre. Soit 4 calculer

P,[o,t;] U 1t 58] ;5%).
Bornons-nous a sa projection sur E oy, 0} .
Cest P(0,0;x) (dxy) P(o, ¢, 5xq) (dxy) P(¢,, ¢, ;x;) (dx,).
Considérons maintenant I’autre membre,
P(o,[0,t,];x) (dw,) P(t.lt,,t,] ; X (w,)) ([dw,).
Sa projection par (Id, X'2) est
P(o,[0,,];x) (dw,) P, ,t, ;X" (w,)) (dx,)

Il faut maintenant prendre la projection (X°, X!, Id) de ce dernier.
On sait que si ¥ (dw,) est une mesure, dont la projection par (X’ X'
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est p (dx,, dx, ), la projection de h (x"n (W) v(dw,)est
h(x,)p(dx,,dx,).
Or la projectionde P(o , [0 ,¢,] ;x) (dw,) par (X, X'1) est
P(o,0;x)(dxy)P(0,t,;x,) (dx,).
Donc celle de

P(o,[0,t,];x)(dw,)P(t,, t,; X (w,)) (dx,)
est
P(o,0;x)(dxy)P(0,t;;x9)(dx,)P(ty, t,;x,)(dx,).

Les deux projections sont bien les mémes.

Remarque (4.8 ter). — On peut aussi considérer le cas plus général
d’intervalles |s,, t;],...,1s, _1. t,_1 1, Is,., £, |, avec seulement I'inéga-
lité large f; <s;,; dans tous les cas. Alors deux intervalles peuvent

avoir une extrémité commune. On ne devra alors plus parler de
P(o, U |s;, t;} ; ), mais seulement de (X'Sl’tll. X t"') (P%*), pro-

]
babilité sur [1E ' ! ; moyennant quoi (4.8 bis) subsistera. Elle se dé-
montrera encore par 1’égalité des projections sur les produits finis, en
utilisant la remarque (4.5 ter). On pourra le comprendre simplement
comme ci-dessus en prenant p = &, les intervalles [0, ¢, ], [¢,, £, ],
ayant une extrémité commune f,, et en prenant les images des deux
membres par ((X°,X"), (X1, X)) sur ") ~ E* La projec-
tion de

xtond xtfemly gy par (X%, X", X", X"2)
n’est autre que (X%, X1, X1, X"2) (P”¥), c’est-a-dire
P(o,0;x)(dxy)P(0,t,;xy) (dx )P (ty, t;;x,) (dx))
P(t,, t,;x})(dx,),
par (4.5 ter). Cherchons la projection de
P(o,[0,1,];x) (dw) P(1y,[1,,0,] ;X (w,) (dw,)
D’abord sa projection par (Id, (X1, X" )) est
P(o,[0,t,];x)(dw ) P(t,, t,; X (w ) dx}) Py, t,5x}) (dx,) .
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On doit ensuite prendre I'image de celle-ci par ((X°, X)), Id). On fera
la méme remarque que ci-dessus pour h(X'l(wl)) v(dw,) ; sachant
que 'image de P (o , [0,, #; ], x) (dw, ) est

P(o,0;x)(dxy) P(a, t;;x,) (dx,),
I’image cherchée sera
P(0,0;x)(dxy)P(0,1,5x0) (dx)P(ty, t,;x,) (dx})
P(t,, ty;x}) (dx,) .

Les deux projections sont bien les mémes.

(4.9) La relation généralisée de Chapman-Kolmogoroy s’écrit aus-
sitdt, pourr Ss <t <u <v:

)

scgls 1]

P(r,ls,t];x) )P, lu,v|; X (@) =P, lu,v|;x).

Ecrivons en effet (4.8 bis) (ou 4.8 ter)) pour 0 = r, et les intervalles

Is, t],lu,vl:

P(r,ls,t]V Ju,vl;x)da,dB) =P, s, t];x) (do)
P(t,lu,vl; X" () (dB) .

Projetons sur E™!, ce qui revient aussi a intégrer en o :

P, lu,vl;%) @B = [

acE!S?t

]P(r, Is, t];x) (do)
P(t, lu, vl ;X (a) (@dP),

ce qui est la formule cherchée (en supprimant d).

5. Les tribus, et les désintégrations X, .

Nous appellerons U’ (tribu du passé du temps ¢) la tribu (sur
Q) engendrée par les projections X°, s < ¢, de E® sur E muni de

sa tribu borélienne. Ensuite U’ sera sa complétée universelle,
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?=ncu‘tv9‘t}\s
A

ou 91}\ est la tribu des parties A-négligeables ou conégligeables, A
probabilité abstraite arbitraire sur (E" , ®F &) (12).

Pour définir X\, , nous pourrons le faire par ses projections ; pour
L, <t, <---t,_, <s<t <.-.-<t,,onposera :

(X', X2, .. X)) (5.1)

=0t @8 g (@x3) b @x,_,)

2w x*=1(w)

P(s, s X5(W) (@x ) P, by %) Xy y) - -
P(t,_y, t,5x,_y) (dx,).
On a en particulier la formule fondamentale
X'AS,)=P(s,t;X(w)) pour t=s. (5.1 bis)

Cela revient 4 considérer E? comme produit E/==*l x El**=l  alors
N, est le produit tensoriel de la premiére projection de 8, par la deu-
xiéme projection de P¥® X3 - Qu encore, en utilisant la notation
produit, w = (a,f) :

A 5 =8, ® pr, P* x*(8) (pr, = deuxiéme projection). (5.2)

On utilisera avantageusement la notation de (4.8), avec les 2 inter-
valles J—oo, s[,[s, + o[ (ici on prend le premier intervalle ouvert a
droite) ; pour w = («,f) :

Ao, s (@, dB") = 8,(d)P(s, [s, + o[ ; X (B) (@B"). (5.3)

Si on veut s’en tenir aux indications de 1’énoncé (4.8), ou tous les in-
tervalles (sauf peut-étre le dernier) sont fermés a droite, on devra pren-
dre les intervalles ]|— oo, s — €], [s, + o[ (donc laisser tomber une par-
tie de 'information sur X{, ) et écrire la projection de X{, sur

(12) Le mot “complétée universelle” est & la rigueur correct. Mais on dira
ici qu’une tribu B est universellement compléte si ® = B ; toute complétée
universelle est universellement compléte. La il faut avouer que ’expression est
assez impropre ; si B est universellement compléte, cela ne veut pas dire que,
pour toute A, elle est \-compléte, mais qu’elle est contenue dans ® v 9‘6)\.
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El==s—€l 5 gls.+=l

comme

XIm=s—aUlntel s = § (da') P(s, [s, + o[ ; X°(B) (dB"),
(5.4)

si XI== =l () = a, X5 <l(w) = 8.

On remarque alors que X!~ = s~ €lVs.+=I (X{,) ne dépend que de

(o, B), projection de w sur EI7= "¢l x Els +=[ et on aura :

X, g (da’, dB') = 8,(da’) P(s, [s, + o[ ; X°(B)) (dB") (5.4 bis)

On introduira aussi les tribus d’avenir. La tribu ?q de l’avenir du
temps ¢ (la notation est commode : pour la tribu du passé de 7, U
est avant ¢, U’, tandis que, pour la tribu de l’avenir de ¢, AU est
aprés ¢, *U) est celle qui est engendrée par les X, s = ¢. Alors les
formules précédentes donnent trivialement :

s
PROPOSITION (5.4 ter). — Les probabilités X., et P*** ) coin-
cident sur la tribu U de l'avenir du temps s.

ProPoOSITION (5.5). — Une désintégration de P * relativement
d la tribu U° est donné par w = P”* si s <o, etpar w = X,
sis = o. C'est aussi une désintégration relativement d U° si

x> P(@s,t;x)

est continue pour la topologie étroite.

Démonstration. — Il suffit de le faire pour pu = 8x(13).
A) Prenons d’abord s = o.

On montrera les 3 propriétés caractéristiques de la désintégra-

tion( 1"') :

a) w = X\, appartient 4 la tribu U®. Avec la notation (5.2),
nous devons montrer que (a,f) )\sa’ s appartient a a’. Cest

(13) Schwartz [2], proposition (3.13), page 62 : si des mesures admettent,
relativement a une tribu, la méme désintégration, toute intégrale de ces mesures
admet la méme désintégration.

(14) Schwartz [2], proposition (2.18), p. 37.
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évident, car o = 8, appartient a la tribu @1~ =1 & C U’ ; en-
suite x = P%* appartient, d’aprés (4.7), a la tribu universellement
mesurable & ; alors § - ps X (A appartient a l'image réciproque
(X*)"' &) ;comme (X*)"' &) C U, (X' (@) C U,

b) P> * est Iintégrale des X, par rapport 4 elle-méme. Il suffit
de montrer que les projections sur tout produit fini sont égales,
c’est-a-dire que

&, X2, xmy @) = [ PrrEw) x T X2, x M o).

On pourra alors le faire avec les notations (4.9) et (5.3). Soit d’abord
¢ < s.On utilisera les 3 intervalles

Ji=]-=,0—¢€l, ), =[o,s—€], Jy=1[s, + o[ ;

tout ensemble fini de R est contenu dans une réunion de 3 tels inter-
valles. On posera J =1J, U J, LJJ J; ; on appellera (a,8,7) ou
(@', B, ') un point courant de E' ! x E'?2 x E'3.

On a vu que XJ(KL‘) = )\;J(w) = X, g, 4> suivant (5.4 bis),
et on veut montrer que | P%*(dw) X'(\,) = X' (P*%). (5.4 bis)

donne :
Ny 5.y (do’ ,dB',dY")
= 8,(da’)85dB’) P(s,[s, + o[ ; X*(7)) (@) . (5.6)

Alors
fP""‘(dw) XJ()\L) = fP""‘(dw) )\SXJ(w)

= [ @) da,dB.dN,,, . (5T
Or

X'P"*) da,dB,dy) = (@77 §,) (da) P(o, [0,5 — €] ; x) (dB)
P(s—e,[s, + o[ ; X °(B) (dY). (5.8)

Il nous faut donc intégrer (5.6) en da, df, dv par rapport d la mesure

(5.8). On trouve (compte tenu de ce que f S,v(dt) = v, et

[ 1@ s,v@n = v
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®]—°°,a—e] ] _ . '
( 8y) (da’) P(o,[0,5s —€] ;x) (dB") (5.9)

L P(s—e,[s, + o[ ; X*7°(B)) @V PGs, [s, + o[ ; X°() dv').
Mais la derniére intégrale s’écrit aussi(1) :
L @Gl + o[ ;X6 @2) PG, [s, +o[ 52) (@)

= [ PG —es s XU @) PG ls ¥ 13 2) @y,
qui, d’aprés Chapman-Kolmogorov (4.9), vaut

P(s —e,[s + ] ; X*"¢(8") @v).

Alors Pintégrale de (5.6) en do,df, dvy, par rapport a la mesure
(5.8), vaut exactement (X' P®*) (do', dB’, dv'). On a donc montré

que f (x? Ny PP (dw) = X'P”*, ce qui démontre b) pour
g <s.

Supposons maintenant s = ¢. Il n’y a plus 4 prendre que deux
intervalles, ] — o, 0 —€] et [0, + oo[. (5.6) est 4 remplacer par

)\Z,B(da', dg') = 8,(da’') P(o,[0 + o] ; X°(B) dB"); (5.10)

(5.8) est a remplacer par :
X'P7*) (da,df) = (@771 8,) (da) P(a, [0, + o] ; x) (dP)
5.11)

Alors l’intégrale de (5,10) en do, df par rapport 4 la mesure (5.11)
est

(@'l 5.y (da')

/{; P(o,[0, + o] ;x) (dP) P(a,[a, + ] ; X°(B)) (@B")

(15) C’est la propriété de la mesure image. Soit m une mesure sur (X ),
h une application m-mesurable de X dans (Y, ng). Si f est une fonction réelle
(ou a valeurs mesures sur (Z , 5)), h (m)-mesurable, alors (h (m)) (f) = m(fo h),

c’est-a-dire f ) (hm) (dy) = f(h(x)) m(dx).
Y X
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= @17~ §y) (do

[ xX®@, 10, + 13 x)) (@) P(a, [0, + =] ; 2) (@)

= @77V 59) @a) [ P(0,03%) (@) P(o, [0, + =1 ;2) (@B")
= (d’aprés Chapman-Kolmogorov, (4.9)) :
(®17™27¢1 §5) (da’) P(o, [0, + ] ;x) (dB) = (X'P*¥) (da’, dB")

ce qui achéve de démontrer b).

¢) Pour P"* — presque tout w, A}, est extérieurement portée
par I'atome de w dans U°, c’est-d-dire dans WU’ qui est ’ensemble
des trajectoires coincidant avec w aux temps < 5. La formule (5.2)
montre que c’est vrai pour fout w pour les temps < s ; en effet, §,
est extérieurement portée par o, ie. (§,)* ({a}) = 1 (mais pour
la mesure 8, sur la tribu ®1== 1 & (o} n’est pas mesurable, on
n’a donc pas 8§, {a} = 1). D’autre part, X*(\},) = P(s,s ; X*(w)) ;
ceci est égal a SXS @) si et seulement si X*(w) est s-normal ; or, pour
P>* — presque tout w, X*(w) est s-normal, si et seulement si, pour
(X*P%*) — presque tout y, y est s-normal, c’est-id-dire si, pour
P(o, s ;x) — presque tout y, P(s, s ;y) = 6y, ce qui est (3.2).

Alors, si A € U, pour P®* — presque tout w € A, N, est
extérieurement portée par 'atome de w dans U’ donc par A ; mais
A est universellement mesurable, donc A}, est portée par A, et on
a donc toutes les conditions requises pour une désintégration. CQFD.

B) 1l reste 4 considérer le cas s < g. On sait(16) que P?* est désin-
tégrée relativement a u , par une constante égale a elle-méme, si et
seulement si P?* est ergodique pour U, c’est-adire donne a toute
partie de U’ la mesure 0 ou 1. C’est forcément vrai si P> est exté-

(16) C’est évident. Pour que P soit désintégrée, pour une tribu ®, par
w = P, il faut et il suffit que 1’on ait 1’égalité de la désintégration

P(AﬁB)=fP(B)P(dw)=P(A)P(B),
A

Ac %, B € O. Cela donne, en faisant A = B, P(A) = (P(A))l, donc P(A)=0
ou 1. Inversement, si P(A) = 0 ou 1, on a bien P(A N B) = P(A) P(B) pour tout
Be 0.
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rieurement portée par un atome a de U (donc de U* ) ; en effet, dans
ce cas, pour tout A € U, si a € A, PT*)*(A) = (PO*)* (a) = 1,
mais A est mesurable, donc P“*(A) =1 ;si a € A,P”*([A) =1
donc P%*(A) = 0. Or P?* est extérieurement portée par ’ensemble
des trajectoires qui sont en V aux temps < ¢ donc aux temps < s, en-
semble qui est un atome de U°.

PROPOSITION (5.12). — La famille des \.,. est autodésintégrante :
\;, admet pour désintégration, relativement d la tribu U (et pour la
tribu U* si x = P(s, t;x) est continue pour la topologie étroite),
W N sit<s, etw W N, sit>s(17).

Démonstration. — On vérifie, comme dans la démonstration de
(5.5), les conditions a, b, c.

s

a) w P N, !

w' = \,., appartiennent 4 la tribu au ; déja vu.

b) X, est évidemment I'intégrale de la constante w' = X, par
rapport a elle-méme. D’autre part, elle est I'intégrale de w' = \.,. par
rapport a elle-méme, pour ¢ =>s. La démonstration est identique a
celle de (5.5). Faisons-la trés rapidement. On choisira, en supposant
t>s,

Jy=1—o,s—¢€],], =1[s,t—€],
ret Jy=1[t,+e[,]J=],UJ,UJ;.
On devra montrer que :

[2,@) X oL = X)),

ce qui revient, puisque

J Nt — 3\t
X G =N
2 S OON,) @', dB' dy YN, = X OS)
ou S %y @ B YN = N,

On a successivement

(17) Voir [Schwartz], théoréme 96.8), p. 132.
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N g,y (d0”,dB",dY") = 8, (da”) ;. (dB") (5.13)
PG, [, + o[ ;X (1) @)
L6,y (o, dB',dY)) = 8,V P (s, [5, t —€] ; X°(B)) (@B)  (5.14)

P(r—e,[t,+ o[ ; X7°(B") @7).
Alors

[ o Xapy (@B Y )N, (@, dB".dY")
a,p,Y

= 8,(da")P(s, [s, t —€] ;X" (B)) (@B")

J P —e,lt, + o[ ;X TUB") @7
TRGL I+ 5 X) @1

= 5,(da”)PGs, [s, £ —€] ;X°(B) (dB")
[ X'P—e,lt, + o ;X" (6"))) (d2)

z

P(t,[t, + o[ ;2) dY")
= 8,da")PGs,[s, t —€] ;X°(B)) dB”
[ Pa—e, 1:X¢(6") (d2)
TR It + ol 52) @7
= (Chapman-Kolmogorov) 8,(da’)P(s, [s, t —€[ ; X*(B)) (dB")
P(t—e,[t, + o[ ;X" (8") @7")

— xS (d()l",dﬁ”,d'y").

o, B,y

Nous laissons au lecteur le cas ¢ = s, qui se traite par partage en
deux intervalles, | —oo, s —€], [s, + oo[.

¢) Soit ¢ = s. Pour tout ', )\Z,, est extérieurement portée par ’en-
semble des trajectoires qui coincident avec w' aux instants < ¢ (c’est
le c¢) de la démonstration de (5.5)). Ensuite ?xz,, est portée par I’ensem-
ble des trajectoires coincidant avec w’ a instant ¢, si et seulement si
X*(w") est t-normal ; or X'(w') est t-normal pour X!, -presque tout
w', si et seulement si y est -normal pour X’()\i) )-presque tout y, ou
P(s, ¢t ; X°(w))-presque tout y, ce qui résulte de (3.2). Donc A}, est
extérieurement portée par ’ensemble des trajectoires coincidant avec
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w aux instants < ¢, c’est-a-dire par ’atome de w dans U, On démontre
alors, comme dans (A ,c) de (5.5), que si A € w, pour X, -presque
tout w' € A, N, est portée par A, donc w’' —> Al est une désinté-
gration de A, pour U,

Soit maintenant ¢ <s. La mesure A, est extérieurement portée
par Pensemble des trajectoires qui coincident avec celle de w aux
temps <5, donc aux temps < f, ensemble qui est un atome dans
U’. Donc comme dans (B) de la démonstration de (5.5), X, est désin-
tégrée sur U’ par la constante X, .

6. Les fonctions excessives et les potentiels.

Nous ferons la théorie minimale nécessaire pour démontrer plus
loin 1la régularité des trajectoires.

DEFINITION (6.1). — Une fonction f =2 0 sur R x E, c’est-a-dire
une famille (ft),eﬂ de fonctions =2 0 sur E, est dite excessive, si les
ft sont universellement mesurables, et si, pour tous s, t, s <'t,
P*! 1 < f° et converge simplement vers f° quand t tend vers s. Elle
est dite a-excessive, o« = 0, si la famille (e_‘”ft)teR est excessive ;
une fonction excessive est donc 0-excessive, et une fonction a-excessive
est B-excessive pour 8 = o.

PROPOSITION (6.2). — Si f est excessive, alors, pour tout s, la
fonction t = P! f' est décroissante, et continue a droite pour la
convergence simple sur E.

Démonstration. — Cela résulte aussitot de ce que
Pr,tft — Pr,s(Ps,tft)
r<<s <t, et du passage 4 la limite des intégrales pour les suites crois-

santes de fonctions.

PROPOSITION (6.3). — Soient o, r € R, et u de Radon sur E. Si f
est excessive, le processus (f'o X"),cq est une surmartingale da inté-
grales continues d droites, pour les tribus (U*),c g pour t = o relative-
ment d la probabilité P”* , pour t > r relativement d la probabilité X\, .

17
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Démonstration. — Soient 0 < s < t,our < s < (.
___ L’espérance conditionnelle de f'o X’ relativement & la tribu
U* et la probabilité P?* ou N[, , est
,t.1
W P N (e XD = (XTAL) () = (P77 (X°(w))
< fIX(W')),
puisque f est excessive.
Montrons la continuité a droite des intégrales, en nous bornant par
exemple a P%* :
POH(fTe XN = X'P"*) (f7) = f#(dX)P(O,t ;%) (fF)
= pP”¥r;
c’est bien une fonction de ¢ décroissante et continue a droite puisque f
est excessive.

Pour les potentiels, on peut aussi partir d’une fonctionsur R x E ;
nous aurons besoin dans la suite seulement des potentiels d’une
fonction sur E.

DEFINITION (6.4). — Soit f une fonction universellement mesu-
rable = 0 sur E. On appelle a-potentiel de f la fonction sur R x E :

(s,x) ~ f” (P*'f) (x) e~ 2= gy,

s

On abrégera par

Ur=[ @ et ar

ProOPOSITION (6.5). — Un o-potentiel est une fonction o-
excessive.

Démonstration. — Puisque [ est universellement mesurable,
(t,x) » PY'f(x) est universellement mesurable par (2.5). Alors
U, f est universellement mesurable. Ensuite, pour 7 < :
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rs —as K — r,Ss tee —at ps,t
P (e Ul f) = P [ (T PO
tee —at t
= f e " P"* P> f dt (par Fubini)
s
+o .
= fs e " P"' fdt (Chapman-Kolmogorov)
+ oo
< [T tprtpar = UL

+ o0 + oo
et j; tend vers J: simplement sur E,

quand s tend vers r.

PROPOSITION (6.6). — Si f = 0 sur E est K-continue et bornée,
alors U, f est K-continue et bornée sur R x E. En outre, quand o tend
vers + oo, a U} f converge vers P*° f dans KCB (E), uniformément
pour s borné.

Démonstration. — Faisons varier x dans un compact H de E.
Alors, pour « fixé, (s, t, x) = P®*f(x) est continue. Donc

s+N
(s,x) fs e =) Pt £y gt

+ oo
est continue. Mais f N < e *N Sup |f|, est arbitrairement petit
s
pour N grand, donc (s, x) = U} f (x) est bien continue.

Faisons tendre o vers + oo, et faisons toujours varier x dans un
compact H de E, et s dans un compact A de R.

+M
UL 7 0) = PGl = 1 [ e @ f () — PO f e dt|
+ oo
(parce que j; ae D qr = + 1)
< f”"ae—"(’—s) P9 f(x) — P £ (x)| dt

+ f;m @e= 9 |PS £(x) — PO f(x)|dt .

+n
Mais (s, ¢, x) = P%’f(x) est uniformément continue pour

SEAsSt<s + 1,x €H.
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Donc P*7f(x) — P*°f(x) tend vers 0 uniformément, quand ¢ tend
€
vers s. Donc la premiére intégrale est < 5 pour n assez petit. Une

fois choisi 1, la deuxiéme intégrale est majorée par

400 _ _
const. f ae 9 gt = const. e "
s+n

et tend vers 0 quand o tend vers + oo. Donc la somme est < € pour
« assez grand.

7. Fuite des masses de P(s,r ;x) a l'infini
quand x tend vers linfini.

Une premiére condition a déja exprimé que la masse P(s, ¢ ; x)
ne restait pas loin de x pour s, ¢t bornés, c’est I’équiconcentration de
P(s,t ;x) pour s, t bornés et x dans un compact. Une deuxiéme
condition va l’exprimer, dans un autre cas : si x fuit a I’infini, les
masses de P (s, ¢ ;x) fuient aussi 4 I'infini. Fuir a I'infini veut dire :
sortir de tout compact.

Hypotheése de fuite d Uinfini (7.1).

Nous ferons désormais I’hypothése suivante :

Quels que soient € > 0, A borné dans R, L compact dans E,
il existe un compact K de E tel que, pour s et t € A, x € C K, on
ait P(s,?t ;x) (0 L)>1 — €. On retrouve cette condition sous

une forme plus familiére quand E est localement compact (souslinien,
donc polonais) :

PropPosITION (7.2). — Si E est localement compact polonais,
et si les conditions antérieures sont vérifiées, (7.1) est équivalente
a dire que si f € Cy(E) (fonction continue tendant vers 0 a l'infini),
alors P*' f aussi, et que (s, t) ¥ P>'f est continue de R x R dans
C, (E).

Démonstration. — Sur un localement compact, la K-continuité
est la continuité. Supposons d’abord vérifiée la condition de 1’énon-



PROCESSUS DE MARKOV ET DESINTEGRATIONS REGULIERES 245

cé. Prenons 0 < f < 1, f € C,(E) égale a 1 sur L. Pour s et ¢ bornés,
P* ' f parcourt alors une partie relativement compacte de Co(E), donc
converge a I'infini vers 0, uniformément par rapport 4 s et ¢ ; donc, pour
A, €, L donnés, il existe un compact K de E tel que P¥'f(x) < e

pour xEBK,s,tGA. Mais P(s, ¢t ;x) (f) =2 PG, ¢t ;x) (L),

doncP(s, ¢ ;x) (L)SepourxecK,setteA,donc
Pis,t;x)(0Ly=1-¢,

doncona (7.1).

Inversement supposons (7.1) réalisé. Pour |f| < 1, f€ Cy(E),

€
et pour € donné il existe un compact L de E tel que |f| < —5 sur

€
0 L. 11 existe alors un compact K vérifiant (7,1) par rapport a A, -2— , L.
Pourx €0 K, settdans A,
PUIEON S PG tix) (I + S I) <5 b=
2 u 2 2

donc P¥’f € C,(E) ; en outre P** f converge vers 0 a I'infini, unifor-
mément pour s, £ € A. Mais alors la continuité de (s, t) » P*’ f pour
la convergence uniforme sur tout compact entraine sa continuité a
valeurs dans C, (E).

Remarque (7.3). — On peut voir les choses autrement.

Disons qu’une fonction réelle f sur E tend vers O 4 I’infini si,
quel que soit € > 0, il existe un compact K tel que |f (x)| < € pour
x € K. Si, dans E, aucun point n’a de voisinage compact, alors un
compact est d’intérieur vide ; une fonction continue tendant vers
0 a linfini est nulle. Mais une fonction borélienne peut tendre vers
0 a linfini, par exemple la fonction caractéristique d’un compact.
Alors (7.1) équivaut 4 : si f borélienne (ou K-borélienne, ou uni-
versellement mesurable) tend vers 0 4 l'infini, il en est de méme de
P*’f, uniformément pour s, ¢ bornés. En effet, cette propriété, ap-
pliquée a la fonction caractéristique d’un compact L, redonne (7.1).
Inversement (7.1) redonne cette propriété ; la démonstration est la
méme que pour f continue dans la proposition (7.2).
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8. Le théoréme fondamental de permanence des trajectoires dans
les compacts. Régularité des trajectoires.

LemMME (8.1). — Soient A borné dans R, H compact dans E,
€ > 0, N > 0. Il existe un compact K dans E ayant la propriété sui-
vante :

Soient o € A,t, <t,...<t, un nombre fini quelconque
de temps compris entre 6 et ¢ + N ;soitD = {0, ¢,,t,,...t,} ;
soit §' I’ensemble des trajectoires de ER qui sont contenues dans K
aux instants o, t,, t, ... t,, et soit Qy l'ensemble des trajectoires

€
de EP qui ont la méme propriété. Alors, si u est portée a Eprés par

H,P?"( Q") et P(0,D;u) (Qp) =1 — €.

Démonstration. —P (0, D ;p) = XPPT* et Q' = (XP)~1(Q}),
donc la deuxiéme inégalité entraine la premiére, et en fait elles sont
équivalentes puisque KP est borélien. Démontrons la premiére.

Donnons-nous provisoirement un €’. Soit L un compact de E
telque P(o,t;x) (L) =1 —€e'pourc €A, 0 <t <o+ N,x €H.
Et soit K un compact de E telque,pourc €E A, 0 < s <t <0 + N,

x € [}K, on ait P(s, ¢ ;x) (cL) =1 — €'. Soit T le premier des
instants o, ¢, , ¢, ,..., t, pour lequel XTel K ;T =1, siln’y en

a pas. C’est un temps d’arrét. Comme il n’y a ici qu’un nombre fini
de valeurs du temps, une désintégration de P°** relativement a la tribu
UT est w — )\l(“’) (18). Alors :

por X"e b1} > P+ (XT€ 0K et X"el L}

-J;
(égalité de la désintégration : ’ensemble (XTe b K} est dans

al (19))

KT (e k) Xff“” {Xt"E 0 Ly P* (dw)

—

(18) Schwartz [2], théoréme (7.2), p. 140.
(19) Schwartz [2], égalité (2.12), p. 35.
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= o, In w)
= St by BT @) Xm0 (BD)

— a, . T(w)
= Jor e gy P @) RA @), 1, 5 XI) (BL)

> -e)p* (X" e lKy.
Alors

PO (X° ou X' ou X2... ou X"e LK}

= p>* (XTe LK) < Po* (X" e (L)

1 — €

1 U‘ t,
= —— ) w@x) P* {x"e [ L}
1 —€ YE

<1—le'(‘/'ﬂ‘ir‘/i:ﬂ><l16' (E'+§)

1 €
Il suffit donc d’avoir choisi €' tel que - (e' + —) < € pour
1 —€ 2

obtenir le résultat cherché (20).

LEMME (8.2). — Soient A, H, €, N donnés comme au lemme pré-
cédent, et K choisi en conséquence. Soit D un ensemble dénombrable
quelconque de valeur du temps, dense dans

[6,0 +N],oEA.

Soit ' (resp. ) l'ensemble des trajectoires de ER (resp. EP) dont
la restriction @ D est restriction d'une trajectoire de ER réglée, et qui

€
sont dans K d tous les instants de D. Alors, pour toute p portée a 3

prés par H,
P Q)= 1—-€¢ e P@,D;pm)(Qp)=>1—-¢€.

Démonstration. — Comme dans le lemme précédent,

P(o,D;u = X" (P,

(20) C’est le seul endroit ou nous utilisions un temps d’arrét. L’utilisation des
)\(_Ta(w) revient a une propriété de Markov, pour un nombre fini de valeurs du temps.
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et ' = (X")"! (Qp), donc la deuxiéme propriété entraine la pre-
miére ; elles ne sont pas a priori équivalentes, car 2}, n’est pas a priori
mesurable (catastrophe de la mesure image !). Démontrons donc la
deuxiéme. L’ensemble 2 des trajectoires qui, aux temps € D, sont
dans K, est I'intersection dénombrable filtrante des ensembles de tra-
jectoires qui ont la méme propriété pour les ensembles D’ finis C D ;
le lemme précédent donne alors le résultat pour la permanence des
trajectoires dans K a tous les instants de D, P (0 ,D ; u) (Qg) =>1—e€.
Montrons maintenant la régularité. Si f est bornée a-excessive pour un
a=0,(f o Xt),ED est une surmarginale (a intégrales finies continues
a droite), donc elle est P (o , D ; u) presque sirement la restriction a D
d’un processus sur [0 ,0 + NJ, réglé (?1). Mais soit g une fonction
bornée continue = 0 sur E. Les a-potentiels U, g sont a-excessifs, donc
((xU,g)° X");ep est P(o,D ;u)-presque siirement la restriction a D
d’une fonction sur [0 ,0 + N], réglée. Ensuite, par (6.6), en faisant
tendre « vers + oo, on voit que, pour P (0 , D ; u)-presque tout w € SZ;)'
(pour lequel X° reste dans K pours € D!), s = P* g (X’ (w)) est res-
triction a D d’une application réglée de [0 , 0 + N] dans K, comme li-
mite uniforme de telles applications. Pour un s déterminé,

P g (X*(w)) = P(s, s ; X(w)) g

est égal a g(X°(w)) pour P(o,D ;u)-presque tout w, parce que
P(s,s ;X' (w)= st(w) ;car cela revient 4 dire que, pour

(X*P(a,D ;u)) = P(0,s ;u)-presque tout y,

P(s,s;y)= 6y, ce qui est (3.2). Ceci reste encore vrai pour un en-
semble dénombrable D de valeurs de s. Donc, pour P(o,D ;u)-
presque tout w € Qy, s —> g(X*(w)) est restriction a D d’une fonc-
tion sur [0 ,0 + N] réglée. Ceci est encore vrai pour toute famille dé-
nombrable de fonctions g continues = 0 sur E. Mais K est un compact
métrisable ; E est complétement régulier, donc les fonctions continues
séparent ses points ; donc il existe une famille dénombrable de g qui
définit la topologie de K (c’est-d-dire telle que K ait la topologie la
moins fine qui les rende continues). Donc ’ensemble Q;) c Qg pour
lequel les trajectoires s —> X°(w), s € D, sont restrictions a D de
fonctions réglées sur [0 , 0 + NJ, a valeurs dans K, a méme P(o , D ; u)-

(21) Voir Paul-André Meyer [1], théoréme T3, p. 128.



PROCESSUS DE MARKOV ET DESINTEGRATIONS REGULIERES 249

mesure que 25, son complémentaire dans ) est P (g, D ; p)-négligeable,
cqfd.

LEMME (8.3 A). — Soit D un ensemble dénombrable de E. L en-
semble (resp. 50) des trajectoires de ER (resp. EP) qui sont réglées
(resp. qui sont prolongeables en trajectoires R —> E réglées) est de
P%*-(resp. P (o , D ; u)-) mesure extérieure 1 (resp. mesure 1).

Démonstration. — C’est vrai pour les temps < 0, on peut donc
se borner aux temps = 0. On peut aussi, pour tout N > 0, se borner
aux temps < ¢ + N. On prend alors A = {0}. Soit H un compact tel

€
que p(H) =1 — 5 » on détermine K en conséquence suivant le lemme

(8.1). Alors S~20 contient 1’ensemble ?2’ du lemme (8. :2), donc
P(o,D ;u) (ﬁ ) > 1 — €; € étant arbitraire, P(a D ;uw (Q )=1.
Ensuite soit B un ensemble de ®® &, contenant . 1l est de la forme
B’ x ER D, D dénombrable, B’ borélien de E®, B’ D Q)

Donc :
P(o,D;m)(@p) =1, ou XPE"*)(Ep) =1.
Donc :
P (B) = P4 (XP) ' (B) = PUH((XP) ' (€p)) = 1.

Donc : -
@®”"H*Q) = 1.

THEOREME (8.3). — Soit D un ensemble dénombrable de E. L en-
semble §)° (resp. §2;,) des trajectoires de ER (resp. EP ) qui sont réglées
et continues d droite (resp. qui sont prolongeables en trajectoires
R — E réglées et continues a droite) est de P®** -(resp P(o , D ; u)-)
mesure extérieure 1 (resp. mesure 1).

Démonstration. — Soit P (0 ,D;u) la probabilité induite par
P(o,D ;u) sur ?2]3 ; QD est de P(o, D, u)-mesure 1 d’aprés le lemme
(8.3A), donc I'image de P(a D ;u) ) par P’injection naturelle de Q dans
Qp est P(o,D ;u). Pour tout w € QD , on peut définir

X™*(w) = lim X'(w)
t'eD

t'>t
t'—>t
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pour tout ¢ € D, donc une application X" de 50 dans E. Elle est uni-
versellement mesurable comme limite d’une suite d’applications univer-
sellement mesurables (0.4). Si donc

<ty < -ty <o<t, <-.-<t,

sont des éléments de D (sauf o0 € R), on peut calculer la mesure image

X+, Xt"") P(o,D ;u) dans E{tl """ t"}. Cherchons sa valeur
sur une fonction f; @ f, ® - .- ®f,, ou les f; sont continues bornées
sur E. C’est F(a ,D;up) ((flo Xt”) N Xt"")). Puisque, pour
tout w € ﬁn .t > X" est réglée, X" est la limite de X* pourt’ € D,
t' > t, tendant vers ¢ ; mais alors fie X converge vers f; © X fi+ quand
t,.’ tend 4 droite vers ¢;. D’aprés le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue, 'intégrale cherchée est donc la limite de

P(o,D;u) (f; o X1)...(f, o X)),
c’est-a-dire de

(X’i,,..,X’h)(F(o,D;y))(f] f,® --QFf,)

= (dapres (4.2) [ 1@ (VL) -+ fo_, (VL)

ou
gl (x) = POk (f PR kL (f,_, P21 (f  P-vingy)

Lorsque les ¢; tendent vers ¢, pin-1n f, converge vers P’n-1'" f.
dans KCB (E) (proposition (2.2)), donc

pin-2tn-1 (fn_lpfh-l"hfn) vers Pm-2-1 f,_, pin—1-Tn )
dans KCB (E), etc. Finalement on trouve donc la limite

[u(dx)f, V). S (Mg ),

g.00) =P (fy . (f,_,Pa-2in-1(f,  Pn-Vingy ),
c’est-a-dire
X",...,X")y(P@,D;u)(f,®f, ®...OFf,).

Mais 1’égalité de deux probabilités de E” sur toutes les fonctions

(f,® f,®-..®f,), f; continues, entraine leur égalité. On a donc
trouvé :
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X1+, ... X"*)P(o,D;u) = (X",...X")P(0,D ;u).

Soit X* TPapplication de ?ZD dans £, qui, 4 chaque w € ﬁo ,
fait correspondre la trajectoire X' (w), définie par X* (w) (r) = X' (w).
Elle est mesurable, car chacune de ses projections I’est, et X* o X* = X",
La formule que nous venons d’obtenir montre alors que

X*(P(0,D;u) =P(0,D;p),

puisqu’elles ont méme projections sur les produits finis.

Mais, EP étant radonien, P (0 , D ; u) est une probabilité de Radon
sur EP ; elle est portée par 51) , donc la probabilité induite F(o ,D;u)
est de Radon sur ﬁD ; X" est mesurable-Borel de S~20 dans EP contenu
dans un souslinien, donc elle est mesurable Lusin, il n’y a pas de catas-
tophe de la mesure image, et P(o ,D ; u) est donc portée par X* (ﬁD ),
qui est I’espace £2;, des restrictions 4 D de trajectoires R —> E réglées
et continues a droite : P(o,D ;u) (25) = 1. Par la méme méthode
qu’a la fin de la démonstration du lemme (8.3A), on en déduira que
@>H* @) = 1.

(8.4) Remplacement de l'espace ER par l'espace )" des trajec-
toires réglées et continues a droite.

Soit € C ER I’espace des trajectoires réglées et continues a
droite ; nous le munirons de la tribu © " induite par © = ®"& . Soit
P %" la mesure induite par P°'* ; puisque £ est de P°**-mesure
extérieure 1, P-%°* est encore une probabilité sur (', ©°) ; c’est elle
que nous considérerons désormais. Elle a naturellement les mémes
projections que P?** sur tous les facteurs ER, R C R puisque son image
dans E® est P%'* ; et elle peut est entiérement déterminée par ses pro-
jections sur les produits finis, car deux mesures sur (£2°, © *) qui ont ces
mémes projections ont méme image dans ER , et elles sont les mesures
induites de cette image donc coincident. Tous les théorémes relatifs aux
projections de P°* sont donc encore vrais pour P-2**. Mais certaines
propriétés sont simplifiées, car les mesures extérieures 1 deviennent
maintenant des mesures 1. Par exemple P °’*-presque siirement la tra-
jectoire est en y aux temps < 0, car c’est vrai pour tous les temps ra-
tionnels, donc tous par continuité a droite, alors qu’avec P>’ *, on trou-
vait seulement une mesure extérieure 1. Nous appellerons U * la tribu
induite par U’ sur £°, encore engendrée par les projections X, s < ¢.
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Alors U’ sera sa complétée universelle ; a’ > U N Q: Enfin nous
remplacerons désormais \{, par la probabilité induite sur ', )\“j, en
nous bornant naturellement aux w € Q" (la formule (5.2) montre que
lon a aussi (A,)*(Q) =1, donc A\ (2°) = 1). Maintenant X! est
portée par ’ensemble des trajectoires qui coincident avec w aux temps
< t, et aux temps < ¢ si X’ (w) est f-normal, et non plus seulement ex-
térieurement portée comme )\L ; car c’est vrai pour les temps ration-
nels, donc pour tous par continuité a droite. Mais pour P %" -presque
tout w, X’(w) est ¢t normal, puisque cela revient a dire que, pour
X*(P'®")=P(o,t;u)presque tout y, y est tnormal, ce qui est
(3.2) ; donc pour P"”**-presque tout w, pour ¢ fixé, N} est portée par
I’ensemble des trajectoires coincidant avec w aux temps < t. Il reste
alors vrai que P"%°* est désintégrée relativement a X° par x ~ P %%,

(En particulier, on a encore P"%'* = f u(dx) P %), et relativement
E

a U par w - P* pour s <o, par w > N\, pour s >0 ; et que

A est désintégrée relativement a U*, par w' = A sit <5, ' AL

si t = s. Il s’agira méme ici d’une désintégration stricte. Démontrons la
pour P"%** Nous avons 2 montrer les 3 propriétés :

a) w )\“j appartient 4 la tribu ? C’est évident, puisque,
—_— -_— .8
w - X5, appartient & U°, donc w = A, a U N Q C U,
b) P-%# est lintégrale des )\‘:J par rapport a elle-méme. Soit
donc B € O ;il est 'intersection "N B',B' € O ;
PO B) = PTH(B), et AJ(B) = A, (B)

pour tout w.

[operaani® = [ P aw ¥, @)

= fn POH (dw) X, (B') = PPH(B') = P"% ¥ (B).

___c)Pour P-°“presque tout w,)\‘:) est portée par ’atome de w dans
%L °. Cet atome est ’ensemble des trajectoires de £2° coincidant avec
w aux temps < s, et nous venons de le voir.

(8.4 bis). Enfin le lemme (9.2) se perfectionne maintenant ainsi :
A, €, N, H étant donnés et K déterminé comme 4 (8.2), mais en outre
de maniére qu’il contienne V, la trajectoire reste dans K aux temps

€
< 0 + N avec une P"%"*-probabilité = 1 — €, si u est portée a — prés
parHeto € A.



PROCESSUS DE MARKOV ET DESINTEGRATIONS REGULIERES 253

En effet, c’est vrai pour les temps rationnels, donc pour tous.

PROPOSITION (8.5). — Les tribus ©°, W ", sur Q" sont dénom-
brablement engendrées et séparantes. Les probabilités P-°°*, N
sont parfaites sur (§2°, ©°), c ‘est-d-dire de Radon pour n’importe quelle
topologie métrisable séparable ayant © pour tribu borélienne.

Démonstration. — Puisque E est contenu dans un souslinien com-
plétement régulier, sa tribu borélienne est celle d’une topologie mé-
trisable moins fine, on peut donc appliquer Egoroff (voir (04)) : la
limite d’une suite de fonctions £2° = E appartenant 4 une tribu &',
appartient encore 4 &°. Donc © (resp. U, engendrée par les X°,
s €ER (resp. s < ¢), est aussi la tribu engendrée par les X*, s € Q
(resp. s € Q U {¢},5<1t). Donc © et al’’ sont bien dénombrablement
engendrées. Elles sont séparantes comme c’était déja le cas sur Ef =0 ;
mais 1a les atomes n’appartenaient pas aux tribus, tandis qu’ici les tribus
sont dénombrablement séparantes, puisque séparantes et dénom-
brablement engendrées, et les atomes appartiennent aux tribus.

On sait que P-°* X\, seront de Radon pour toute topologie
métrisable ayant ©° comme tribu borélienne, si c’est vrai pour une
de ces topologies(zz). Choisissons donc D dénombrable dense dans
E. E peut étre muni d’une topologie métrisable séparable moins fine
ayant les mémes parties boréliennes, soit E', alors E'P est métrisable

D

séparable. La projection ER x5 ED, restreinte a 2, est une bijec-
tion de £° sur son image §2;, espace des trajectoires D = E qui
sont restrictions de trajectoires R = E réglées et continues a droite.
Cette bijection transporte exactement ©  sur la tribu induite par
celle de E'P, engendrée par ses projections, c’est-d-dire par les X°,
s € D, donc par la tribu borélienne de E'P. Donc X® défini une bi-
jection de (§2°, ©') sur  C E'® muni de sa tribu borélienne ; cela
revient, en identifiant (£, ©') 4 son image £, C E'®, & munir Q-
de la topologie séparable métrisable de la convergente simpie (dans

(22) Soient %1 et ‘52 deux topologies sur un méme ensemble $2°, ayant
méme tribu borélienne O ;supposons B, et ®, métrisables séparables. Soit P une
probabilité sur (Q°, ©). L’application identique de (E, ®,) dans (E, B,) est
P-mesurable, donc P-mesurable Lusin si P est de Radon pour %1 , puisque %2 est
métrisable séparable ; donc la mesure image, qui est encore P, est de Radon pour

5
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E’) sur ’ensemble dénombrable dense D. Sur E'P ,P(0,D ;u) est
de Radon (voir (0.1) et (0.5)) ; et (8.3) ditque P(0, D ; p) est portée
par . Donc sa mesure induite P'(0 ,D ; u) sur £, est de Radon ;
mais c’est précisément X° (P°®'*). Donc, sur £ muni de la topologie
de la convergence simple (dans E') sur D, P%* est de Radon. Donc
P %" est parfaite. La formule (5.2) montre que N\ est aussi parfaite.

PRroPOSITION (8.7). — Cas de continuité des trajectoires. Sup-
posons qu’il existe une suite ® = (f,),en de fonctions continues
sur B, séparant les points de E, tel que, pour tout n, pour tous o et
K, l'ensemble des w pour lesquels t = f, (X' (w)) est continue pour
t > o, soit de P "-mesure extérieure 1. Soit D dénombrable dense
dans R. Alors l'ensemble Q2™ (resp. ) des trajectoires R — E (resp.
D — E) continues (resp. prolongeables a R en trajectoires continues)
aux temps > o, est de P°'"-mesure extérieure 1 (resp. de P(o, D ; u)-
mesure 1).

Remarque. — Nous avons mis la continuité aux temps > 0 ; au
temps 0, il y a toujours continuité 4 droite, mais pas continuité, puisque
la trajectoire est en x a l'instant 0P”*-presque siirement si (x , 0) est
normal, et en V aux temps < g.

Démonstration. — Reprenons les notations de (8.2) et de sa dé-
monstration. Appelons Q"' (resp. £2p') I’ensemble des trajectoires de
ER (resp. EP) dont la restriction 4 D est restriction d’une trajectoire
continue Jo , +oo[ = E, et dans K 4 tous les instants de D ;

QrCcQcCcQ, Qrcalcal.

L’ensemble des w € .Q'[; pour lesquels ¢t = f, (X*(w)) est, pour tout
n, restriction & D d’une fonction continue, a une P (o , D ; u)-mesure
extérieure 1 ; mais cet ensemble est borélien(23) donc P(o,D ; u)-

(23) L’espace C(R) des fonctions réelles continues sur R est Fréchet sépa-
rable, donc polonais. Son image I" par ’application continue injective

cR) > R® > RP

est donc un espace lusinien, donc borélien dans RP (Schwartz [1], théoréme 5, p.
101) ; c’est le sous espace de RD formé des applications D = R qui sont restric-
tions a D d’applications continues R - R. Ensuite f, est continue K - R, donc
kP - RD ; I’image réciproque fn_l (I") est donc borélienne dans KP . C’est I’en-
semble des applications de D dans K qui, composées avec f,, : K = R, sont dans
I, c’est-a-dire restrictions & D d’applications continues R = R ; c’est exactement
le sous-ensemble des w € Q'I') pour lesquels ¢t —> fn(X'(w)) est restriction 4 D
d’une fonction réelle continue sur R.
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mesurable et de mesure 1. Mais les f, définissent la topologie de K
(compact métrisable), donc, pour P (o, D ; u)-presque tout w € SZ'[; R
la trajectoire est restriction 4 D d’une trajectoire continue.

P(o,D;u) 2p5)=>1—€; donc P*@Q'")>1—€.

On conclura comme au théoréme (8.3).

(8.8). Changement de l’espace des trajectoires dans le cas de continuité.

Plusieurs attitudes sont possibles :

1) Garder ’espace §2° de (8.4) des trajectoires réglées et continues
a droite ; on aura seulement que, P'%*-presque sirement pour les
temps > o0, la trajectoire sera continue ; au paragraphe 9 et suivants,
on I’appellera £ au lieu de £2°.

2) Abandonner une fois pour toutes R comme espace des temps
et prendre une fois pour toutes les temps = ¢ ; alors on pourra prendre
I’espace §2°° des trajectoires continues sur [0, + o[ et P""?* gera
une mesure parfaite sur £ . Alors on ne pourra plus définir P~ ™"
comme une probabilité sur cet espace, pour 7 > o, mais seulement
considérer P([7, + o[ ; u) et les diverses probabilités considérées
ainsi ne seront plus sur le méme espace £2°°. Aux paragraphes 9 et sui-
vants, §2'* sera de nouveau noté §2.

3) Supposons tous les points normaux. On pourra alors (voir
note (*) page 224) remplacer partout 8y par §, dans la définition de
P%*. Alors P% *-extérieurement-presque slirement la trajectoire est
en x pour les temps < o, donc elle sera P°'* extérieurement-presque
stirement continue partout. On pourra alors remplacer §2 par ’espace
- des trajectoires R = E, partout continues, il n’y a plus aucune
difficulté ; et dans les paragraphes suivants, £ sera de nouveau noté
Q.

9. Changement définitif d’espace 2. Les désintégrations réguliéres.

A partir de maintenant, nous abandonnerons définitivement

R . . .
I’espace 2 = E~ et ne retiendrons que ’espace S2°. Mais alors pour
simplifier, nous supprimerons les points. § sera donc désormais 1’es-
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pace des trajectoires R — E, réglées et continues a droite ; © sera
la tribu engendrée par les projections ; et nous noterons

Q,Oa clltsPa,#:ki)a

ce qui était, au paragraphe précédent, noté 2, O, ut, proE, L

THEOREME (9.1). - Posons B =U+ = U™t = (1 U,
t'>t

La famille des tribus (%");cr est croissante et continue d droite, et
universellement compléte(**). Alors, pour tous o, u,P®* admet
comme désintégration réguliere pour (‘th)tea s (t, w) > P”* pour
t <o, et (t, w) > N, pour t = 0. Et toute X, admet comme dé-
sintégration réguliére pour (%t),eR S, W) >N st <5, N
sit=s.

Démonstration. — Nous démontrerons d’abord un lemme :

LEMME (9.2). — Soit ® une fonction sur K, de la forme
£ XY) (,°X2) ... (f,° X™"), oi les f; sont des fonctions
continues sur E. Alors, pour P”"-presque tout «' et t > o, et pour
\{,-presque tout w' et t=s, t > )\fd'(CIJ) est continue da droite.

Démonstration du lemme. — Utilisons (5.1) et (4.2), avec

Lo, <tES t
(9,2 bis) AL, (®) =

AW X2 W) .. f, XE (W) g (Xi(w))

od g"= P EAPE I (f G PP L))

D’aprés (2.2), (¢, x) = g’ (x) est K-continue. Mais, pour w' fixé,
quand ¢ décrit un intervalle fermé de R, I’ensemble des X'(w'),
X' (w")) décrit un compact de E ; donc t > g (X’ (w')) est continue
a droite.

Comme ensuite les f; sont continues, on voit que, pour tout w’,
t = AL(®) est continue i droite dans I'intervalle 1ty 1. Clest
également vrai pour les autres intervalles, et pour ]— oo, ¢,] et

(24) Voir note (12), p. 234.
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1¢,, + o]. Il reste a voir sa continuité 4 droite aux points ¢, _, . Lorsque
t > t,_, = otend vers f, _,, pour tout w’, A _.(P) tend vers

LX) L fl (X®=1(0)) x [valeuren X'*~1(w)
de Plh—1 Tk ([P k(S (f, PN D]

Par ailleurs,
NN @) = £, (X)) - fy_p (XE2(0) x [valeur en X'K=1 (o)
de

Ple-tTk=1(f  PR-Uk(f PRIKA(f L (f, P TIR(f ) L)
Il y aura donc continuité a droite si
t .
P(ty_y»ty_y: X k-1 (w)) =8 te_s ;
X (w")
ceci a lieu pour P?¥-presque tout ', car cela équivaut a dire que, pour
X*-1(P%*) =P (0, t, _y 5 M)-presque tout y, (¢, _,, y) est normal, ce
qui est (3.2). Nous avons donc bien montré que, pour P° *-presque
tout w’, £ = Al,.(®) est continue a droite pour ¢ > 0. Ce ne serait pas

nécessairement vrai pour t < 0, car ¥ n’est pas nécessairement ¢ normal
pour tout ¢.

D’autre part, pour X, -presque tout w’,

t —_— —_
P(l‘k_l,l‘k__l;Xk 1((&)'))-‘8 te 1 5
X (w")

pour t, _, = s, car cela équivaut a dire que, pour
(th—l()\i‘ N=PG,t_,; X ¥ =1(w))-presque tout y,

(t,y) est normal, ce qui est (3.2). Donc encore pour ?\Sw-
presque tout ', t — )\i),((b) est continue a droite pour ¢t = 5 (*). Ceci
achéve la démonstration du lemme.

Montrons maintenant le théoréme. Tout d’abord, (2 , ©) vérifie
les conditions de Jirina (25) pour I’existence de désintégrations régu-
lieres de mesures parfaites, puisque, pour les topologies métrisables sé-
parables de tribu borélienne © , ces mesures deviennent de Radon.

(*) Ce ne serait plus nécessairement vrai pour ¢t <s ; car, pour Rl-presque
tout w', Xt (w') = X*(w) pour t < s, et les points (¢, X*(w)), t < s, ne sont pas
nécessairement normaux.

(25) Schwartz [2], théoréme (2.17), p. 36 et théoréme (5,1), p. 101.
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Fixons d’abord ¢ 2 0 ou = s. Soit (¢,),cn une suite strictement dé-
croissante de temps > ¢ et tendant vers . Comme toute désintégration
est réguliére pour les temps (¢, ), en. ¢, et les tribus

(U'n), ey » B =AU,

t
et que les désintégrations pour les U™ sont w - )\J , on voit que

t . . . t
w' > A, est une désintégration de P”'* ou de X}, pour U+ = F*,

si et seulement si elle est dans ®°’, et si, pour toute F € O , pour
P%* ou X, -presque tout w’, lim )\:j’.(F) = AL.(F). Et il suffit pour

n—> oo

cela que ce soit vrai pour les F d’un ensemble 3 déterminant (26). Or
il existe un ensemble dénombrable @ de fonctions ® comme au lemme
(9.2), qui engendre O : il suffit de prendre les temps qui interviennent
a (9.2) dans un ensemble dénombrable dense de R, et des f; formant un
ensemble dénombrable engendrant sa tribu borélienne (voir (0. 0)). On
peut supposer (@ stable par multiplication. Alors 3 pourra étre
Pespace des combinaisons Q linéaires d’éléments de ® ; c’est une O-
algébre dénombrable déterminante. Comme on a, d’aprés (9.2) pour
F € ® , pour P”'* ou X, -presque tout w', lim RZ'.(F) = AL,.(F), cela

n-—> oo
prouve que w' — A, est une désintégration de P”* si ¢t = o, de

N}, si ¢t = s, non seulement pour U’ mais pour B 7. Ensuite
(t, w)— }\;,

sera une désintégration réguliére si, pour toute F € @3, pour P%¥-
presque tout w' ou X\, -presque tout w', r = AL.(F) est continue a
droite, ce qui est précisément le lemme (9.2).

DEFINITION (9.3). — Définissons X, comme suit : pour
t<t, <<t ; <s<t,...<t,
sa projection sera définie par :
t t. t -\ —
X1, X2,...X ")()\fu)—6xt

(dxl) N ) tg (dxk..l) (94)
w) X )

o “Hw

P(s, t;; X* (DX )P (b, by s Xp) dXjerq- - -

P(t,_,, t,sx,_1) (dx,) .

(26) Schwartz [2], p. 14. Cela veut dire ici que 03 o 1 est un ensemble dé-
nombrable de fonctions bornées, Q-espace vectoriel, stable par multiplication, et
engendrant la tribu ©. Voir alors loc. cit. proposition (4.10 ter), p. 79.
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Avec la notation (5.2),R = J]—oo s[U[s, + oo ,
=8, ® pr,pu X @ (9.5)
Avec la notation de (5 .3) :
N (da',dB) = 8,(da) P* X7 (ap") (9.6)
On a en particulier la formule essentielle :
X'NS) =P(s, ;X (w) . 9.7
D’autre part, les formules précédentes donnent :
PROPOSITION (9.7 bis). — Les probabilités X} et P X7 -
cident sur la tribu d avenir °*U du temps s.
PROPOSITION (9.8). — N}, = X, si et seulement si
P(s,s;X(w)) =P(s,s: X" ()
(donc X5 (w) = X* ™ (w) s’ils sont s-normaux).

Démonstration. — Cela résulte aussitot de (9.4) en prenant des
projections pour lesquelles £, = s.

THEOREME (9.9). — Pour la désintégration réguliére (t, w') ~ )\;,
de P®* pour t >0, ou de N, pour t > s, un systéme de limites d
gauche est (t, w') — ALT .

Démonstration. — Nous devrons utiliser un lemme analogue a
(9.2) mais meilleur car valable pour tout w' :

LEMME (9.10). — Si ®a la forme indiquée au lemme (9.2), la
fonction t 7\2,,(4)) a partout des limites a gauche, et son systéme
de limites a gauche est t v \.,:(®).

Démonstration du lemme. — Nous utiliserons la méme expres-
sion (9.2 bis). Alors le systéme de limites & gauche est donné dans
1#_1, t; 1 par

W e X)) £ (X2 (W) L S (X1 (W) gF (X (W),
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car (t, x) — gt (x) est Kcontinue. Or ceci est exactement
w' = NS(@).

Démontrons maintenant le théoréme. Tout d’abord, le lemme prouve
que, pour toute ®, w' - )\f;.(tb) est dans la tribu ®’~ ;en prenant
des F € 3 comme dans la démonstration du théoréme (9.3), cela
prouve que w' = A.(F) est dans ®’~, donc que w' = N/ est
dans | .

Ensuite (¢, w') = 7\'2} est un systéme de limites a gauche, si
pour toute F € @3, pour P°*-presque tout w' ou pour X, -presque
tout w’, le systéme de limites 4 gauche de ¢ — )\L,(F) est

t =~ N, (F)(T);

or ¢c’est méme vrai pour tout w’ d’aprés le lemme (9.10).

THEOREME (9.11). — Toute X\, admet pour désintégration
régulicre relativement @ (B"),cq @ (t, ') = X, pour t <s, \,.,
pour t = s, et pour systéme de limites a gauche (t , w') - X pour
t <s, N pour t>s.

Démonstration. — La démonstration est exactement la méme
que pour X, , il est inutile de la refaire.

Remarque (9.12). — Les tribus %’ sont universellement fortes,
comme intersection dénombrable de complétées universelles de tribus
dénombrablement engendrées. Donc on savait d’avance que, pour
P #-presque tout w, X{, et X, admettent les désintégrations régu-

liéres et limites a gauche données ici, mais c’est méme vrai pour tout
w (28).

PROPOSITION (9.13). — P”*-presque siirement pour les temps
>0, N, et X -presque sirement pour les temps = s, la trajectoire est
entierement dans l’ensemble des points normaux.

(27) Schwartz [2], théoréme (4 .21 bis), p. 91.

(28) Pour les tribus fortes, voir Schwartz [2], p. 58, puis corollaire (3.9 bis)
p. 59 et corollaire (6.2), p. 128. Ajoutons méme que le résultat général n’est pas
si complet, voir remarque page 133.
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Démonstration. — Nous voulons dire que, pour P *-presque
tout w', pour tout ¢ = o0, ou pour )\fj -presque tout w', pour tout
t = s, le point X*(w') est t-normal. Cest évident pour un ¢ fixé,
parce que cela revient a dire que, pour P(o,¢ ;x) ou P(s, ¢t ; X*(w)
ou X°~ (w)) — presque tout y, P (¢, £ ;) = 8, c’est (3.2).

Mais I’ensemble des points (¢, ¥) normaux est K-fermé dans
R x E, donc, par continuité a droite, c’est vrai pour toute la trajec-
toire.

PROPOSITION (9.14). — P°*-presque sirement pour les temps
> 0, N -presque stirement pour les temps > s, les limites d gauche
de la trajectoire sont des points normaux.

Démonstration. — Nous avons vu que, pour presque tout w',
les points (¢, X’(w’)) sont normaux ; alors aussi leurs limites
(t, X" (w")) puisque ’ensemble des points normaux de R x E est
K-fermé.

PRrRoOPOSITION (9.15). — Si f est une fonction excessive sur R x E,
alors le processus (f to Xt)tER est une surmatingale réguliere pour
P> " et les temps = o, pour X, et les temps = s.

Démonstration. — 1l suffit(zg) de voir que, pour tout w', pour
tout £, u = AL (fY o X*) = (X*(AL)) (f¥) = P*¥ (X" (w")) est
décroissante et continue 4 droite pour u = f, et prend la valeur
f1(X"(w")) au point ¢, ce qui résulte de (6.2).

PROPOSITION (9.16). — Pour tout w et tout s, N -presque
surement X*~ = X* 7 (w), et X* = X%(w) si et seulement si (s , X*(w))
est normal. Pour tout w et tout s, N}, -presque stirement X°~ = X*"(w),
et X*¥ = X°"(w) siet seulement si (s, X°*™ (w)) est normal.

Démonstration. — )\f‘f presque sirement la trajectoire coincide
avec w aux temps < s, donc X*~ = X°7 (w). Ensuite, dire que A, -

(29) Voir Schwartz [2], proposition (5.12), énoncé 4), page 113. Ici nous
l'utilisons pour une surmartingale scalaire = 0 et non dans le cas général d’une
surmartingale de mesures = 0, nous sommes donc ici dans un cas plus simple. Il
est vrai que cela suppose la surmartingale partout finie, mais on en déduit sans
peine le cas d’une surmartingale scalaire 2 Q arbitraire par un passage a la limite
croissante.
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w
que P(s,s ; X’ (w)) = st(w), donc que (s, X*(w)) est normal.

Puis A\{ -presque sirement X* = X°~ (w) si et seulement si

presque siment X® = X°(w), c’est dire que X (A%) = 5xs(w) ou

Xs()\'f‘;) = 5Xs_(w)

ou P(s, s ;X7 (w)) = 8,s-
normal.

(@)’ c’est-d-dire si (s, X° (w)) est

Remarque. — Par contre, en général, il est faux que A, -presque
sirement X® = X% (w), car X (w) # X* ~(w).

LEMME (9.17)(30). — Soit (82, © , N\) vérifiant les conditions
de Jirina, soit (6 ),cg une famille de tribus A-mesurables, croissante
et continue a droite, et voit (t, w) )\L une désintégration régu-
liere, de limites da gauche (t, w) ~ )\L_. Alors, si T est un temps
d’arrét prévisible, une désintégration de N\ relativement d la tribu Cchi
est donnée, N-presque partout, par w —> )\Z(“’)‘, et partout si cette
fonction est BT -mesurable.

Démonstration. — Soit (T,),en une suite strictement crois-
sante de temps d’arrét, de limite T. On sait que BT~ = V., B,
Mais alors il existe une désintégration réguliére pour les tribus
%T", n €N, et B"". Donc w — A, est une désintégration pour
BT VI, si et seulement si, pour toute FE O = 0 ou bornée,

T
A, (F) = lim A" it (F) A-presque sirement. Or, la désintégration

n— oo

donnée étant réguliére, avec systéme de limites a4 gauche, on a jus-
_ . T, (w) .

tement, pour tout F, ?\IJ(“’) (F) = lim A" " (F) \-presque sure-

n— oo
ment. Donc w = AL~ (F) est une désintégration pour B~ Vat,,
cqfd.

THEOREME (9.18). — (Quasi-continuité a gauche). Soit T un
temps darrét accessible(3l) > o (resp. > s5). Alors, P%" presque

(30) Nous donnons simplement ici un complément qui ne figurait pas a
Schwartz [2], ou étaient étudiés les temps d’arrét quelconques, non les temps
d’arrét prévisibles.

(31) Pour la classification des temps d’arrét, voir par exemple Dellacherie-
Meyer [1], chapitre IV.
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surement (resp. )xfj-presque siirement), X' = x'- ; pour PTH-
presque tout w', N presque tout ', N~ = \T(
Démonstration. — 1l suffit de le démontrer pour un temps d’ar-

rét T prévisible. Alors I’événement X' = X"~ est universellement
mesurable. Donc d’aprés le lemme ci-dessus,

POt (XT =X} = f POt (dw) NI~ (XT = XT3

Mais. T est dans la tribu B, donc, pour P®**-presque tout c, A=,
presque sirement T = T(w), donc X' = XTW xT- = xT@-
Donc lintégrale vaut fP”"‘(dw) AH@ = X T@) - xTw)—y
qui vaut 1 d’aprés la proposition (9.16), car pour P%*-presque tout

w, (T (w), XT® ~(w)) est normal par (9.14). Méme démonstration
pour les autres cas.

Conséquence (9.19). — Pour tout t > o, X* = X'~ P> *.presque
sirement. Donc

X' (POH) = X' (POH*) = P(o,t ;u).

De méme pourt > s,
X)) = XTAAL) = PGs, 15 X(w),
X)) = XFAA) = Ps, t ;X (W)

Donc, dans les formules de projection de P”* ou A%} sur des pro-

t. t.
duits finis, on pourra mettre des X '~ au lieu de X *.

COROLLAIRE (9.20). — Fixons-nous o , u (resp. w,s). L'en-
semble des (t, w), t > o (resp. t >5), pour lesquels X' (w') # X' ('),
l'ensemble de ceux pour lesquels )\;: # N.,,, sont contenus dans une
réunion dénombrable de graphes de temps d’arrét qui, a un ensemble
P? *-négligeable prés (resp. N5, négligeable prés) sont complétement
inaccessibles.
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Démonstration. — Fixons-nous, par exemple, P%*.

On sait que ces ensembles sont réunions dénombrables de graphes
de temps d’arrét. Chacun de ces temps d’arrét a une partie accessible
et une partie complétement inaccessible(32) ; (9.14) dit que la par-
tie accessible est P°’* -négligeable.

COROLLAIRE (9.21). — Par rapport d P”* (resp. A\%}), la fa-
mille de tribus ®* n'a pas de temps de discontinuité > o (resp. > s) ;
tout temps darrét accessible > o (resp. > s) est, a un ensemble né-
gligeable prés, prévisible.

Démonstration. — Soit T un temps d’arrét prévisible > o (resp.
> 5) ; puisque P?"*-presque sirement (resp. )\fj -presque surement),
7\2(,“")—=>\1(le) (9.18), BT et BT~ sont égales aux ensembles né-
gligeables prés puisqu’elles donnent a P%** (resp. ?\fj) méme désinté-
gration ; c’est la définition méme de I’absence de temps de disconti-
nuité. La fin en résulte(33).

10. La propriété forte de Markov.

Cette propriété joue habituellement un roéle central dans la
théorie. Ici nous allons voir qu’elle est un sous-produit évident des
théorémes de désintégration réguliére du § 9, et elle est en fait moins
forte qu’eux.

Soit T un temps d’arrét partout fini, relatif aux tribus B’. On
appelle tribu de I’avenir de T, qu’on notera ' ® (par opposition a ‘IST,
tribu du passé de T) la tribu engendrée par les X***, ¢ > 0.7 B est
dénombrablement engendrée, car on peut se borner aux ¢ rationnels.

On peut aussi faire intervenir les opérateurs de translation 6.
6° sera I’application de £ dans lui-méme définie par

(32) Voir Dellacherie-Meyer [ 1], chapitre IV.
(33) Dellacherie-Meyer [1], théoréme 83, p. 217.
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X105 (w) = X™(w).
Alors 67 est I’opération définie par w 6 T(“)(w). Alors
XT+t — Xt ° eT

de sorte que 1% est 1a tribu 0T 1(°B), o0 °%B est la tribu de ’avenir
du temps 0, engendrée par les X*, t = 0. Alors une fonction de %
est de la forme F o 8T, ou F est dans la tribu d’avenir %% du temps
0. Bien entendu, (07)™' °® C "% C © . Alors la propriété de Markov
forte est la suivante :

ProrosiTioN (10.1). — Soit T un temps d’arrét fini = o (resp.
= 5). Soit Fe 0% . Alors une espérance conditionnelle de F o 67
par rapport d la tribu BT est donnée, P°'*-presque partout (resp.
)\fj -presque partout), par

o TWY, ' o Ny T,
W' = pTWHX (w?) (F o pT(w )) = (or(w )(PT(w ), X (w ))) (F)

Démonstration. — Une espérance conditionnelle de F o 8T pour
la tribu BT est w - )\st') (Fo67"), a un ensemble négligeable
prés. Mais pour P?*-presque tout w' (resp. pour A, -presque tout
W, T est )\I)(,w')-presque partout égal a T(w')(34). Donc une espé-
rance conditionnelle est encore, 4 un ensemble négligeable prés,
w' - 7\:(,“') (Fo GT(“")). Mais F o 97" appartient a4 la tribu
d’avenir du temps T (w"), donc, par (5.4 ter).

’ ' 2 T(w') ’ ’
)\Z(,w) (F o gT(w )) = pTw).X (wh (F o T (w ))’

cqfd.

Remarques :

1) La propriété forte de Markov n’est vraie que pour les temps
darrét T = o, relativement a P”*. Donc le processus ne devrait
s’appeler markovien que pour P%* et les temps = ¢. Mais comme

r—————

(34) Schwartz [2], corollaire (7.3), p. 140, et proposition (7.7), p. 143.
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on peut faire varier 0 et u de toutes les maniéres, il est normal d’appeler
fortement markoviens les processus précédemment construits.

2) Dans beaucoup d’applications pratiques, il sera largement aussi
simple, au lieu d’utiliser la propriété de Markov forte, d’utiliser les
désintégrations réguliéres, dont elle est un sous-produit. Voici un
exemple :

DEFINITION (10.2). — Soit S un temps d arrét.

Soit A une partie analytiquede R x E,A = |J {t} x A", A"€E.
tER
On appelle temps d’entrée 2 S dans A la quantité

DS =Inf{t>S;X"€A"} ;DS =>5.
On appelle temps d’entrée stricte

TS =Inf{t>S;X"€A"} ;T >D; >5.

ProPOSITION (10.2 bis). — DS et T3 sont des temps darrét par
rapport a ("), cg.

Démonstration. — Munissons en effet R de sa tribu borélienne R .
Alors (¢, w) = (t,X"(w)) est une application mesurable de
RxQ,R®0O) dans (RxE, R® &) ; I'image réciproque de A
par cette application, c’est-adire A' = {(¢, w) ; (¢, X" (w)) € A}
est donc (R ® O)-analytique. Son intersection avec

{t, w);S(wWw<t<r7}

est (R ® ¥ )-analytique ; la projection de cette intersection sur £
est donc W -analytique, donc dans BV’ (complétée universelle !) ; or
cette projection est I’ensemble {Di < 7}.Donc {Di <7} € V", par
suite {D} <7} € B"" = B’ (continuité a droite), donc D5 est
bien un temps d’arrét. Ti s’obtiendrait en remplacant dans la démons-
tration précédente, S(w) < ¥ < 7 par S(w) <t < 7, donc c’est encore
un temps d’arrét, cqfd.

; Di(w) et Tf\'(w) sont égaux, sauf peut-étre si Di(w) =S et
DX (w)
XA (w) € A.
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DEFINITION (10.3). — A étant une partie souslinienne de R x E,
un point (s,x) de R x E est dit régulier pour A, (s, x) € AR, si
P**-presque sirement, T} = s.

PROPOSITION (104). —Si A C R x E est souslinien, AR® est
universellement mesurable.

Démonstration. — Nous avons vu, dans la démonstration de
(10.2 bis) que, pour s’ fixé, {w € Q ;Df\' (w) < 7} est B -analytique.
Mais on peut aussi faire varier s’. L’ensemble des (s', ¢ , X" (w)) tels que
t,X(WHEA, s <t<s' +e<rtest (R ® R ® B")analytique.
Sa projection sur le 2¢me facteur R est I’ensemble des (s', w) tels que
D5 (w) <s' + e <, il est donc (R ® B )-analytique. L’intersection
pour tous les € > 0, soit {s", w) ; Df\'(w) =gs' <71} est donc
(R @ W7 )-analytique. 11 est donc universellement mesurable, ainsi
que la réunion pour tous les 7, B = {(s', w) ;Df\'(w) =gs"}.

Mais (s, x) = P** fonction a valeurs mesures sur §2, est univer-
sellement mesurable (voir aprés (4.3)), donc aussi (s, x) = 8§, @ P*~
a valeur mesures sur R x £. Donc (s, x) = (8§, ® P**) (B) est univer-
sellement mesurable. Par le méme raisonnement (en remplacant s’ < ¢
par s’ <1t), (s,x)—> (8§, ® P**) (B') est universellement mesura-
ble, o B = {(s,w) ; TS (w)=s"}. Or (s, x) € AR®® &quivaut a
(6, ® P**) (B") = 1, cqfd.

ProrosiTioN (10.5). — Pour A C R x E souslinien et (s, x) nor-
mal, (s,x) € AU AR Squivaut a : P**-presque stirement, D5 = s.

Démonstration. — Supposons (s, x) normal € A U AR® Ou bien
(s,x) € A ; alors P¥* presque sirement X° = x € A donc D} =5 ;
ou bien (s, x) € AR alors P*"*-presque sarement s < Dy <Tj =5,
donc Dy =s.

Inversement, supposons (s, x) normal et supposons que P¥*-
presque sirement Dy = s. Supposons (s, x) & A. Alors P** -presque
sarement X° = x donc (s, X*) ¢ A,donc T} = s ;donc (s, x) € ARee

Alors voici un théoréme habituellement démontré par la propriété
de Markov forte et que nous démontrerons de maniére équivalente par
la désintégration :
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ProrositioN (10.6). — Soit U le temps darrét Dy ou Ty,
S > o (resp. S =5). Alors, P? *-presque siirement (resp. ?xfj-presque
sirement) pour U < + oo (U ,XV) € A U AR,

Démonstration. — Bornons-nous a P%* | c’est pareil pour X! . Pre-

nons d’abord U = Di . Tout d’abord, pour tout w’,
DR (w") = DI*(w') = U ().
Donc
PO*{U<+ 00} =P"*{U<+o et DY=U}.

Mais une désintégration de P%* pour ®Y est w = AU pour
U(w) <+ o0, w = §, pour U(w) = + oo,

Comme {U <+ o} € @Y, I’égalité de la désintégration (35)

donne :

P"’“{U<+oo}:f Po*(w) A DY = U}

U<+
Cela n’est possible que si, pour P?’* -presque tout w tel que
U(w) < + oo, A2 DY =U} =1,

Mais, pour P?*-presque tout w pour lequel U(w) est fini, )\g(“’)—

presque sirement U = U (w), donc )\3(“’) {DK(‘“’) = U(w)} = 1. Mais

I’événement Df\ = g5 (icis = U (w)) est dans la tribu d’avenir de s, donc
. U(w)

sa A\ .mesure est aussi sa PU()X “(@)_mesure : donc, pour

P?* presque tout w tel que U (w) < + oo,

Enfin, par (9.13), pour P?"*-presque tout w pour lequel U (w) < + oo,
(U (w), XU(‘”)(QJ)) est normal, donc la derniére égalité exprime, par
(10.5), que (U(w), XY@ (w)) € AU AR*® d’o0 le résultat pour
U=DS.

Ensuite, P%**-presque siirement D3 = T3 si D} #S.Si D} =S

1 i
N S+ = S+ =
il existe n €N =NU {+ o} tel que D, " =T, "1=T§ ; comme
St pon ,
P?*-presque que siirement, pour tout »n, (DA JX A ) € A U ARé

s
T .
on a aussi, P”’*-presque sirement, (Ti, X A)€E AU AR cqfd.

(35) Schwartz [2], égalité (2.12), p. 35.



PROCESSUS DE MARKOV ET DESINTEGRATIONS REGULIERES 269

11. Processus homogénes dans le temps.

Le processus est dit homogéne dans le temps s’il existe des pro-
babilités de Radon P (¢ ; x), t 2 0O, sur E telles que

PG,t;x)=P@ —5:x).

Alors (t,x) = P(¢, x) est supposée K-continue pour la convergence
dans P (E) ; Chapman-Kolmogorov s’écrit, pour 0 < s < ¢ :

P(s + ¢ ;x) =f P(s;x)dy)P(r;y). (11.1)
Un point x € E est normal si P(0 ,x) = 6, et alors (¢, x) est normal
pour tout .

On a un semi-groupe (P')teR,r au sens habituel, opérant sur les
fonctions universellement mesurables, bornées ou = 0, et sur les pro-
babilités de Radon : P*** = P°P*.

La formule (4.1) s’écritici,pourt,.. . <t,_, <o <t,...<t,:
(X', X2, .. X"y (POX) (11.2)
=8g(dx,)...8yldx,_ )P, —0;x,_,) (dx,)
PG, by 5 x,y) dxy)
Les formules (5.1) et (9.4) s’écrivent pour
<ty <t <s<t, <<t

(Xfl,_,.,X‘n)()\fj)=8xtl(w)(dx1)...5 )(dxk*l) (11.3)

x’k—n(w
P(t, —s; X (W) @x;)...P@t, —t, y:x,_,)(dx,) .

On fait alors jouer un role fondamental aux opérateurs de translation
6". Trivialement 6" est (U™, U’)-mesurable, donc aussi (8", B *)-
mesurable, et (@ , ©)-mesurable. On peut donc calculer les images
0" des probabilités fondamentales sur (2 , B) :

ProrosiTiON (11.4). —
erPa,u — Po—r,u

orAsE = Al

0w
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Démonstration. —

1) Démontrons d’abord la 1% formule. 1l suffit dte de’monttrer
que les deux membres ont méme projection sur E” par (X ',..., X ") ;
nous supposerons

<< <t  <o—r<t <ty ...<t

n

et ferons u = §,, ce qui donnerait u quelconque par intégration.
Alors (11.2) donne :

tl +r

31 n F Do, x t,+r o x
X', ..,X"M@P"H =X",...,X") P”)
= 8yldx,)...0y(dx,_;) P(ty +r — 0 ; x,_;) (dx;)
P(t, —t,_, 5 x,_,) (dx,)
5! 7] In o—r,x
=X ,X%,..., X" P
2) On démontre de méme la 28me formule par (11.3), pour
<, < o< <s—rs <<t
XXM 0T ALY
ty+r t,+r s*
= (X Lo LX) (N)

=6 1y +r dx,)...8 fe 4t dxy_1)
X (W) X (w)

P(t, +r—s : X5 (W) @x,)...P@t, —1,_y :x,_,) (dx,)

= § 1 (dx1)5 % 1 , (dxk—l)

X (0 w) X ®"w)

Pt +r—s ; X" (0'w)) (dx,) ... PG, —1,_, :x,_,) (dx,)
51 Iy (s-r)t
=X",..., X" (A, 7)), cqfd.
0w

Conséquence (11.5). — On commence en général toutes les tra-
jectoires au temps 0, c’est-d-dire on remplace I’échelle des temps R
par R*. Alors il n’y a plus que P°"* qu’on appelle P*.

La deuxiéme formule de (11.4) s’écrit, pourr = s :
PRrROPOSITION (11.6). — Si l’échelle des temps est R™ :
+ S:
0°\;, = P*

(pour s = 0 avec s*, s > 0 avec s —).
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Démonstration. — (11.4) donne, avec I’échelle des temps R
st 0%
0° N, = kesw

En restreignant ces deux mesures a la tribu d’avenir du temps O,
(5.4 ter) et (9.7 bis) donnent

0 s st st
st _ p0,X B w) _ p0,X (w) _ pX (w)
oA\ =P = P = p* )

PROPOSITION (11.7). — Si I’échelle des temps est RY, la pro-
priété de Markov forte (10.1) s’énonce comme suit : si T est un temps
d’arrét, une espérance conditionnelle de F ° 6T (F ©-mesurable sur
Q) par rapport d B est donné, P* -presque partout, par

T(w)
w - pX Y ().

12. Processus markoviens dans les groupes topologiques sousliniens,

\

invariants par les translations (Marches aléatoires 4 temps continu).

ProrosiTiON (12.1). — Soit E un groupe topologique souslinien
(nécessairement complétement régulier). Soit (s, t) - u®', s <t
une application a valeurs dans P (E), K-continue [cela veut dire que,
(s, t) = u®" est continue pour la topologie étroite, et que u®t reste
équiconcentrée pour s et t bornés). On supposera la loi de convolu-
tion, pour r <s <t p"° * u>t =u"" et ut" =6. Alors, en
posant P(s, t ;x) = &, * u® on aura des probabilités de transi-
tion satisfaisant da toutes les conditions antérieures, et en outre da la
condition de normalité P(t, t ; x) = §,.

On définit donc un Markov correspondant.

C’est un processus d accroissements aléatoires indépendants :
pour s < t, (X57IX" est indépendant de la tribu B°, relativement
ey 2 *
aux propbabilités P*, 0 <s, ou N\, r <s.

Démonstration. —

1) Tout d’abord (s, t,x) = &, * u™’ est continue pour la
topologie étroite. Soit en effet U un ouvert, K un compact contenu
dans U, W un voisinage de l'origine e tel que WWK C U. Alors
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8, *u" (U) = /,ts't(ax__1 * U), la parenthése désignant le translaté
a gauche de U par la translation x7! ;pourx € W, 8x_l * U D WK,
donc

lim. inf. (6, * 4 (U) = lim. inf. p®* (WK)> """ (WK)

x—e, §7sg, 1=, $=8g, 1

)t , e .
(parce que WK est ouvert) = uso 0(K) ; K étant arbitraire, la limite

inférieure est = uso’to(U), ce qui prouve la continuité étroite aux
points (e ; s, , t,) d’ou en tous les autres par translation. Ensuite, pour
s, t dans un borné A de R, et x € H compact, Sx * uSt reste équi-
concentrée ; en effet, pour € > 0 donné, il existe un compact K’ tel
que (XY = 1 — € ;alors

(8, * pu*") (HK') = #“(5(1 *HK) = p*"(K) =1 —€;
sidonc K = HK', on aura bien 8, * p®' (K) > 1 — € pour
s, t€A ,xeH.
2) Si f est une fonction continue bornée sur E, P f = f % p%!
deéfinie par x > [ £ (xy) u*'(dy).

Si i est une probabilité de Radon sur E, uP*" = u * u®’.

3) La relation de Chapman-Kolmogorov est assurée par

et tous les points sont normaux.

4) 11 reste a vérifier la condition (7.1). Soient donnés A, €, L.
1l existe un compact M de E tel que u®’ (M) < € pours, ¢ € A (équi-
concentration). Alors K = LM~! répond a (7.1). En effet, soit

x=ke€ bK;sit€L,onak ' 0€ [ M(car,sik™' ¢ = meM,
on aurait ¥’ ~' = m@ ! donc k'= @m~' € LM™! = K, ce qui n’est
pas) ;doncé _, *L C 0 M, donc

(G, * )L = p""@¢ _,+ D <p(bM<e,

donc (8, * p*H (bL)y>1 —€.
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5) Pour montrer que (X*)~! X" est indépendante de %s, il suf-
fit de voir que, si B est un événement de la tribu de (X*)~! X’, son
espérance conditionnelle sur ¥°, w' - \:,r(B), est une constante.
Mais B est une image réciproque, par (X®)~! X’, d’un C € & (boré-
lien de E). Alors A3,/ (B) = (X5 X" ()\i")) (C). Mais ici tous
les points sont normaux, donc A} /-presque sirement X° = X°(w'),
donc

Aer(B) = ((X° (@)X (A,)(C) = (8 * (X"(A\3,1)) (©)

XSw')n!

= B sy -1 * Sy ¥ #7) (©) = 1),

et )\i)' (B) = u**(C), ce qui montre bien 'indépendance.

COROLLAIRE (12.1 bis). —Soient 0 < t, <t, < ---<'t,;

XO (XO')—I th (th )—l th . (th—l)—l th

sont des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans E, pour
o, M . 0,1ty ty .1y t, 1% " ,

P°", de lois p, u , M sy M . Méme résultat pour

AR

L <t <t, <---<t, en remplagant X° par X', et u par
X" (W)

Remarquons que ceci détermine complétement le processus
a une équivalence prés, mais ce sont les résultats précédents qui per-
mettent de trouver une version 4 trajectoires réglées et continues
a droite.

Exemple (12.2), Processus p-gaussiens, 0 < p < 2.

Soit T" une probabilité de Radon sur un espace vectoriel topolo-
gique localement convexe souslinien E. On dit qu’elle est p-gaussienne,
si pour tout £ € E', £(I') est p-gaussienne, c’est-d-dire a une fonc-
tion caractéristique de la forme 7 — exp (— q(§) |71°). Alors

q@&) = 1t q&).
L’image de Fourierde [est ['(§) = ¢ ~9®,
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ProrosiTiON (12.3). — Si I' est de Radon p-gaussienne sur
E souslinien, et si on pose u' = t'P . T' (homothétique de T" dans le
rapport t*17), t > 0, on définit un processus de Markov homogéne
dans le temps et normal, suivant (12.1) avec p** = u*~°. Pour p =2,
le processus est P°'*-presque surement continu pour les temps > o
et )\fj-presque stirement continu pour les temps > s ; on lappelle
le mouvement brownien associé d la probabilité gaussienne T.

Démonstration. — On doit, pour le début, montrer simplement
que puf* u' = u’ $>0, t = 0. Il suffit de remarquer qu’il y a

produit des fonctions caractéristiques :

B =@ @) = By = et < o)
d’ou pfpf = ot
Soit p = 2, Alors, pour £ € E', (§ ° X’),cg est un mouve-
ment brownien sur R ; car £ © (X’ — X®) est indépendant de la tribu
®°, et de loi gaussienne (# — O EMD). Donc, pour tout &, cette
image est P°"*-presque sirement (resp. )\fj -presque sirement) conti-
nue pour les temps > o (resp. > s). D’aprés la proposition (8.7),
comme il existe une suite (£,),cn qui sépare les points de E, et avec
I’adaptation au nouvel espace £2 adopté a partir du § 9, le processus
brownien (X’),cg est P°*-presque strement (resp. A%} -presque
sirement) continu aux temps > ¢ (resp. > s). Comme ce processus
est normal, on peut changer £ et prendre pour §2 l’espace des tra-
jectoires continues R = E, suivant I’attitude 3 de (8.8), avec la conven-
tion que P%¥-presque sirement, la trajectoire est en x (et non V)
aux temps < ¢ (ou < 0).

Remarque (12.4). — Supposons que E soit un espace vectoriel
topologique dont les compacts sont métrisables et dont les sous-espaces
vectoriels fermés séparables sont sousliniens (par exemple un Banach
E a ces propriétés, bien que non souslinien). Alors on peut y consi-
dérer quand méme les processus p-gaussiens, avec les mémes pro-
priétés. Partons en effet de P”** ; u est portée par une réunion dé-
nombre de compacts, qui seront métrisables ; les u®* = (¢ — 5)!7. T
sont aussi tous portés par un sous-espace vectoriel fermé sépa-
rable ; finalement u et les u™* sont portées par un méme sous-espace
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vectoriel fermé séparable de E, donc souslinien, et on pourra faire la
théorie sur ce sous-espace.

Remarque (12.5). — L’image d’un processus de Markov n’est pas
en général un processus de Markov. C’est cependant vrai ici, et on a tri-
vialement (parce que u conserve la convolution) :

ProrosiTioN (12.5). — Placons-nous dans les conditions de la
proposition (12.1), et soit u un morphisme continu du groupe E dans
un groupe topologique soulinien F. Posons v*'' = u(u®?). Alors on
peut définir sur F un processus de Markov a partir des vS'* ; soient
Q(s, t;y) ses probabilités de transitions, Q°’" sa probabilité avec dé-
part @ linstant o pour la loi v, Afj ses probabilités de désintégration.

On appelle £2, (resp. 2 ) I’espace des trajectoires réglées et conti-
nues 4 droite a valeurs dans E (resp. F). Alors on a les formules :

() =ve i u®s, ;%) = QG tiulx) ;u @)

—_ QO,M(M) ; u(x.zj) — AS!

u(w)

Si on appelle X’ la projection Qp — glt} = E, Y la projection
Q. — FUV=F onauX' () =Y (uw)): (o X%),er est un
processus de Markov fort sur g, par rapport aux tribus ‘G;:“.’ avec
we XD =Y ou)(N)) =Y o A}

u(w)

=QGs, ;Y (@ (w)) =Qs, t;u(X*(w)).

12.6. Processus de Markov cylindriques.

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe
séparé. Soit (p*7?),5 , une famille de probabilités cylindriques sur E,
(s, t) — u*' continue pour la topologie cylindrique, avec la loi de
convolution u"* x u$* = u”* pour r <s<t, u* = 8. On ne peut
définir aucun processus sur E. Mais soit # une application linéaire con-
tinue de E dans un espace vectoriel F de dimension finie : alors les
u (p*'?) vérifient toutes les conditions de la proposition, donc définis-
sent un processus de Markov sur 'espace §2; des trajectoires R — F
réglées et continues a droite. On définit donc une sorte de processus de
Markov cylindrique.
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Soit maintenant u« une application linéaire continue de E dans
un espace vectoriel topologique localement convexe souslinien F, et
supposons que u radonifie les %%, et que (s, ) = u (us") soit étroi-
tement continue, et équiconcentrée pour s, ¢ bornés. Alors il existera un
processus de Markov image, d’espace d’états F, construit sur 2. Par
exemple, pour les processus p-gaussiens de I’exemple (12,2) ou I' est
seulement une probabilité cylindrique p-gaussienne sur E, il suffira de
radonifier I' pour radonifier le processus, car alors

1
s,8)= (=P u()

aura les propriétés voulues. Par exemple, le “mouvement brownien dans
un espace hilbertien’ est seulement cylindrique, il devient un Markov
vrai seulement par images par toutes les applications linéaires continues
qui radonifient la probabilité cylindrique de Gauss.
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