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Introduction.

1. — Étant donné une p-forme extérieure û, sur une
variété compacte M^, la fonction qui, à chaque point P e M^
associe la classe de û au point P est semicontinue intérieure-
ment, à valeurs entières et en général non constante.
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Cependant, de façon naturelle, on peut associer à une
ç-forme extérieure 0. sur M^ les deux nombres entiers :

cl max 0. = classe maximale de 0. sur M^
cl min 0. == classe minimale de 0, sur M^.

Le fait que la classe maximale (resp. classe minimale) de 0.
sur M^ soit égale à p, signifie alors qu'il existe un ouvert
non vide (resp. un fermé non vide) dans lequel la classe de Q
est égale à p et dans le complémentaire duquel la classe
de û est inférieure à p (resp. supérieure à p).

Le fait qu'une ç-forme, admette une classe maximale
(resp. classe minimale) donnée, exprime donc une propriété
globale de cette ç-forme.

2. — Dans ce travail, on étudie essentiellement le problème
suivant :

Si œ est une forme de Pfaff sans zéros sur une variété
compacte M,», que peut-on dire de la classe maximale (resp.
classe minimale) des formes de Pfafî qui sont dans un C°-
voisinage de co ?

On donne une réponse complète à ce problème dans le cas
du comportement par (^-perturbations de la classe maximale
d'une forme de Pfaff.

Sur le comportement par (^-perturbations de la classe
minimale d'une forme de Pfaff, on donne une étude assez
complète dans le cas d'une variété compacte de dimension
trois.

3. — Si f est une application différentiable entre deux
variétés /*: M^ —> Mp, on peut associer à f les deux entiers:

rang maximal de f
rang minimal de /*.

Plusieurs phénomènes font penser à une certaine analogie
entre le rôle du rang dans la théorie des applications diffé-
rentiables et celui de la classe dans la théorie des formes
de Pfaff. Par exemple :

a) si œ est une forme de Pfaff de classe constante (resp. f
une application de rang constant), le théorème de Darboux
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(resp. le théorème du rang) donne un modèle local pour o
(resp. pour /').

b) Pour une forme de Pfaff (resp. application différentiable),
il est évident que le fait d'avoir sa classe maximale (resp.
rang maximal) supérieure à un entier p est (^-stable.

c) Si û> est une forme de contact sur une variété M^+i
(resp. / est une application différentiable f: M^—^M^ de
rang n partout) l'orientation définie par la (în 4- l)-forme
<o A [^û)]71 (resp. le signe du jacobien de f) est C1 stable.

d) Soit Mg^ une variété compacte avec bord ôM^n et soit co
une forme de Pfaff sans zéros sur Mg^ (resp. soit f une appli-
cation différentiable f: M^—^ MgJ telle que [do^Y^O
à l'intérieur de M^ et [dœ]71 =s 0 dans un voisinage du
bord (resp. rang maximal de f égale à n à l'intérieur de M^
et rang de f plus petit que n dans un voisinage du bord).
Le théorème de Stokes (resp. un argument sur le degré)
montre que, en général, il n'existe pas de forme œ' sans
zéros sur M^ (resp. d'application f : Mg^ —> MgJ telle que
[dlœ'p == 0 sur M^ et co' = <x) dans un voisinage du bord
(resp. rang f f < n partout et f1 = f dans un voisinage
du bord).

e) Dans [10], J. Martinet montre, en particulier, la géné-
ricité de certaines propriétés relatives au comportement
de la classe minimale des formes extérieures, faisant usage
de la théorie de la transversalité.

4. — Les exemples antérieurs montrent des situations dans
lesquelles le comportement de la classe d'une forme de Pfaff
est analogue à celui du rang des applications différentiables,
relativement aux (^-perturbations.

Il est alors naturel de faire une étude comparative du
comportement par (^-perturbations :

1) De la classe d'une forme et du rang des applications.

2) Pour une forme de contact, de l'orientation de la
(în + l)-forme o A E^0]71 et du signe du jacobien pour
une application de rang constant maximum.

Soit f une application différentiable /*: I71 —> R" (I"
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pavé de R"). Alors on montre facilement (voir remarque 4,
chapitre 0) les deux propriétés suivantes :

a) La propriété que f soit de rang maximal plus grand
qu'un entier p est C°-stable.

b) Le fait qu'il existe un ouvert ^ <= P dans lequel le
jacobien de f est > 0, est C°-stable.

Ainsi, en particulier, pour une application difîérentiable
de rang constant maximum, le rang de f et le signe du jaco-
bien de f sont C°-stables.

Conséquence: L'ensemble des applications f: P -> R"
pour lesquelles on peut ni monter le rang minimal ni abaisser
le rang maximal est C°-dense.

5. — Dans les chapitres 0 et n, on montre que :
1) Si 0, est une p-forme extérieure sur un ouvert de R"

telle que dQ. ̂  0, toute p-forme Î2', voisine de Q au sens
de la C°-topologie vérifie aussi dO.' =/= 0.

En particulier pour une forme de Pfafî œ la propriété
classe max o > 1 est C°-stable.

2) Pour une forme de Pfaff co sur un ouvert de R'1, la
propriété œ A d^ =f= 0 est C°-stable [voir 12].

3) Si <x) est une forme de contact sur une variété de dimen-
sion trois, toute forme de contact suffisamment voisine de œ
au sens de la C°-topologie, définit la même orientation que
celle de œ.

Ainsi, les comportements par (^-perturbations des conditions
classe max > 1 ou 2 pour une forme de Pfaff œ, ou signe
de œ A dcù pour une forme de contact, sont analogues à
ceux du rang des applications ou du signe du jacobien de y,
pour une application de rang constant.

La démonstration de (1) résulte de la C°-continuité de l'appli-
cation Q -> j dQ. où Ap+i est un (p + l)-simplexe
(Formule de Stokes).

Pour la démonstration de (2), on ne peut pas utiliser le
théorème de Stokes, parce que, au contraire l'application

œ -> f (x) A d(^ n'est pas C°-continue.
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La démonstration de (3) résulte du fait (chapitre 11) que si CP(
et ^( sont les groupes à un paramètre engendrés par les
champs de vecteurs complets dans R3

X=ô,+/^; Y-ô,+gô,

alors pour tout point P e R3, la condition [X, Y] == H ô,
avec H > 0 implique : ^_^ o cp_^ o ^ o <P((P) == X.^ avec
À > 0 quel que soit ( > 0.

On remarquera que pour des t petits, ce fait est une consé-
quence connue de la définition du crochet [X, Y].

On peut alors faire les remarques suivantes :
a) Si ce est une forme de Pfafî sans zéros telle que

œ A dcù ^E 0,

il y a un C°-voisinage de co, sans formes complètement
intégrables. D'autre part, on sait que sur une variété compacte
toute forme de Pfafî sans zéros est homotope comme forme
sans zéros à une forme intégrable.

b) Si o est une forme de Pfafî sans zéros sur une variété
compacte de dimension trois telle que (1) j^ œ A d<ù = 0
et (2) œ A du =1=. 0, il existe un C°-voisinage de œ sans
formes de contact.

Dans le chapitre i on montre que les formes de Pfafî véri-
fiant (1) et (2) sont Co-denses.

Cependant, on sait [6] que toute forme de Pfafî sans zéros
en dimension trois est homotope comme forme sans zéros à
une forme de contact d'orientation donnée.

Ainsi les homotopies de (a) et (&) ne peuvent pas être
C°-petites.

6. — Dans le chapitre i, on montre que pour une forme de
Pfafî sur un pavé de R", la condition « classe maximale de œ
plus grande que trois » n'est pas C°-stable.

En particulier, étant donnée sur un pavé de R2^1 une
forme de contact co, elle peut être approchée aussi près que
l'on veut, par une forme de Pfafî (x/ telle que [rf^']2 = 0.

Ce fait contraste très fortement avec la C°-stabilité du rang
pour une application difîérentiable de rang constant.
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On obtient ainsi des formes o/ qui, non seulement vérifien
la condition [dœ7]2 =. 0, mais elles sont les plus simples qui
peuvent la vérifier. En fait, elles peuvent s'écrire sous la
forme <o = f dg + dh où /*, g et h sont des fonctions glo-
bales sur le pavé.

7. — Dans le chapitre n, on montre que sur tout pavé de
R2"+i avec n ^ 2, il y a des formes de contact œ qui peu-
vent être approchées au sens C° par des formes de contact o/
qui définissent une orientation opposée à celle de co.

On a ainsi un comportement opposé d'une part à celui des
formes de contact en dimension trois, et d'autre part à celui
du signe du jacobien pour une application de rang constant.
En particulier, l'ensemble des formes de contact sur un pavé
de R^^n ^ 2) qui définissent la même orientation n'est ni
C°-ouvert ni C°-fermé.

8. — On sait (chapitre 0) que toute forme de Pfaff œ sur
une variété compacte C°° (resp. C^) peut s'exprimer globale-

N

ment sous la forme <o = ^ fi dgi (1) avec N suffisamment
1=1

grand, où ^ et g, sont des fonctions globales C°° (resp.
0).

Il est alors naturel de se demander s'il existe des formes de
Pfaff sans zéros exprimables globalement sous la forme (1)
avec un nombre de termes du type f^ dg^ minimal.

Comme la variété est compacte, l'expression minimale du
type (1) pour une forme sans zéros est œ = /i dg^ + /2 dg^.

En [12], G. Reeb pose le problème de savoir si l'existence
sur une variété des formes de Pfaff sans zéros, implique déjà
l'existence d'une forme de Pfaff complètement intégrable.

De façon analogue, peut se poser le problème de savoir
si l'existence d'une forme de Pfaff sans zéros, implique l'exis-
tence d'une forme de Pfaff de classe maximale donnée.

En [5], R. Lutz montre que sur toute sphère S2^1 il y a
des formes de Pfaff sans zéros analytiques de classe maximale
trois. Plus précisément, les formes trouvées sont globalement
du type fdg + dh, où /*, g, h sont des fonctions sur S2^1

induites par des polynômes de R2^-2.
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On sait [4] qu'il n'existe pas de formes analytiques sans zéros
et complètement intégrables sur S2^1. La classe maximale
trois est donc la plus basse qu'il est possible d'obtenir ainsi.

9. — Utilisant la réduction par (^-perturbations sur un
pavé de ï{^ d'une forme de Pfaff du type

œ = x^ dx^ + • . • + .Tgp-i dx^p

à une autre forme de Pfaff <x/ qui s'exprime globalement
sur le pavé sous la forme o/ = f dg + dh, et le fait que
toute forme de Pfaff sans zéros peut s'exprimer globalement
sous la forme co == S/*^ dg^ on montre dans le chapitre i
que toute forme de Pfaff sans zéros sur une variété compacte
C00 (resp. 6e0) peut être approchée C° aussi près que l'on
veut par une forme de Pfaff C30 (resp. 0e0) qui s'exprime
globalement sous la forme <x/ == fdg 4- dh.

De cette façon on montre non seulement l'existence sur
toute variété compacte, avec /(MJ == 0, de formes de Pfaff
de classe maximale trois, mais aussi l'existence de formes
sans zéros exprimables globalement de la façon la plus
simple possible et que l'ensemble des formes de Pfaff de ce
type est C°-dense dans l'espace des formes de Pfaff sans zéros.

Remarque, — A ma connaissance, il ne semble pas évident
que, par des techniques élémentaires de topologie différentielle,
on puisse construire explicitement sur une variété compacte
M^ avec /(MJ == 0, une forme de Pfaff sans zéros globale-
ment exprimable sous la forme œ = fdg + dh. Il est facile
de voir, qu'il y a des formes de Pfaff sans zéros de classe
maximale trois, qui ne peuvent pas se mettre globalement
sous la forme f dg + dh.

D'autre part, on peut se convaincre que, étant donnée une
forme de Pfaff sans zéros, on peut même par C^-petites défor-
mations monter la classe maximale de la forme (on a le même
phénomène pour monter le rang maximal d'une application).

Remarque. — II serait, peut-être intéressant d'étudier un
problème relatif d'abaissement de la classe : on donne une
forme de Pfaff sans zéros sur une variété M^ avec bord
ôM^, vérifiant par exemple co A [do>]2 ^fc 0 à l'intérieur et
œ A [du]2 == 0 dans un voisinage de ôM^, on voudrait
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construire une autre forme de Pfaff œ' sans zéros telle que
<ù' A [^œ/]2 = 0 partout et ex/ = co dans un voisinage
du bord ôM^.

II est évident (Théorème de Stokes) que par exemple la
condition [d<^]2 = 0 sur un voisinage de ôM^, n'est pas
en général prolongeable à l'intérieur.

Les résultats antérieurs montrent donc que l'ensemble des
formes de Pfaff sans zéros de classe maximale p(p ^ 3) qui
peuvent s'écrire globalement sous la forme

A ^/2 + • • • + /2p-2 ^/2p-l + df^p

est C°-dense.

10. — La C°-densité des formes de Pfaff du type f dg + dh,
met en évidence le curieux phénomène suivant. Soit co une
forme de Ptaff sur une variété compacte de dimension trois et
supposons j^ <o A d(ù = 0. Il est évident que l'on peut
perturber œ, même par une C°°-petite déformation pour
avoir |̂  co' A d^ ^ 0.

Réciproquement, supposons que <o soit une forme de
Pfaff telle que j^ co A dcù ^ 0. D'après les résultats anté-
rieurs, on peut approcher œ au sens C°, aussi près que l'on
veut par une forme de Ptaff co7 telle que j^ o/ A d(ù' = 0
avec œ7 A d(^' -=j=. 0.

Remarque. — Les propriétés de la C°-stabilité du rang et
du signe du jacobien pour les applications permettent de
donner des exemples d'applications pour lesquelles on ne peut
ni monter le rang minimal ni abaisser le rang maximal par
(^-perturbations.

De façon analogue, en dimension trois, les propriétés
précédentes permettent de montrer que l'ensemble des formes
de Pfaff sans zéros dont on ne peut ni abaisser la classe maxi-
male ni monter la classe minimale par (^-perturbations est
C°-dense, dans l'espace des formes de Pfaff sans zéros sur la
variété considérée.

D'après ce qui précède, l'abaissement de la classe maximale
pour une forme de Pfaff sur une variété, se réduit à l'abaisse-
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ment de la classe sur un pavé de R^ d'une forme de Pfafî
du type œ = x^ dx^ + • • • + ^2p-i dx^p.

La même méthode utilisée pour changer, par (^-perturba-
tions, le signe d'une forme de contact sur une variété compacte
(par exemple de dimension cinq) nous conduit à résoudre
l'équation :

[dx^ A dx^ + • • • + d^p-i A dx^p + d^]2

= — [dx^ A dx^ + • • • + c^p-i A ^2p]2-

Mais ceci n'est pas possible, même ponctuellement (voir
chapitre i).

Ainsi, étant donnée une forme de Pfafî œ, quelconque,
l'abaissement de la classe maximale à trois est équivalent à
trouver des solutions aussi petites que l'on veut au sens C°
pour l'équation :

[dco]2 + 2 Jœ A d(^o + [rfcoo]2 = 0.

Par contre, l'équation

(1 + X2)^]2 + 2 rfco A d^ + [do^o]2 =E 0,

À ^ 0 n'a pas de solutions même ponctuellement si dcù est
de rang supérieur ou égal à six.

Remarque. — On remarquera que la méthode utilisée dans
le chapitre n pour inverser le signe de la forme de contact
o) == x^ dx^ + • • • + ^2p-i dx^p + ^2p+i est applicable à toute
forme de contact sur un compact de R2^1 qui puisse s'expri-
mer globalement sous la forme

û) = fi df, + ... + /2p-i d/2p + df^ (1).

Il serait intéressant de trouver des formes de contact sur le
pavé de î{2P+l qu'on ne puisse pas exprimer globalement
sous la forme (1).

Une telle forme fournirait peut-être un exemple d'une forme
de contact ci) pour laquelle l'orientation de la (îp + In-
forme ù) A [dœp est C°-stable.

11. — Le fait, pour une fonction holomorphe, d'être C°-
petite implique : f est C^-petite (Théorème de Cauchy),
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d'où la stabilité de la classe d'une forme de Pfaff holomorphe
par (^-perturbations holomorphes.

On peut généraliser les résultats antérieurs aux systèmes
de Pfaff de rang r, définis globalement pour r-formes de
Pfaff indépendantes et aux p-formes extérieures (p > 1).

Dans^Ia même optique qu'en [I], il est naturel de se deman-
der si l'existence d'un système de Pfaff, défini par r-formes
de Pfaff indépendantes implique déjà l'existence d'un sys-
tème de Pfaff de rang r qui puisse s'exprimer globalement
le plus simplement possible.

En fait, on montre qu'un tel système de Pfaff peut être
approché aussi près que l'on veut au sens C° par un système
du type :

^i = fidg + ah,9, i = 1,2 . . . r

II est évident qu'un système de Pfaff de rang r, ne peut
pas s'écrire avec un nombre plus petit de différentielles de
fonctions.

Dans le cas des ç-formes, en raison de la C°-stabilité du
rang, on ne peut pas avoir C°-densité des ç-formes qui s'expri-
ment globalement sous la forme

fdf, A • • • A df,+dg, A • • • A dg,.

On peut montrer cependant que les ç-formes du type :

fdfï A • • • A dfq + rfœi, coi === [q — l)-forme

sont C°-denses dans l'espace des ç-formes sans zéros.
Ainsi, toute y-forme i2 peut être C°-approchée aussi près

que l'on veut par une y-forme D' telle que :

dW =df A df, A • • • A df,,
où A A? • • - 5 fq ^nt des fonctions globales.

12. -- Les phénomènes qu'on vient d'expliciter mettent en
évidence un comportement, à notre avis curieux, de la différen-
tielle extérieure d'une forme de Pfaff œ et plus particulière-
ment des formes extérieures du type [rfœ]2, œ A [du]2, . . . etc.
relativement aux (^-perturbations. La liberté que Pon peut
attendre d'une (^-déformation relativement aux propriétés
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faisant intervenir la différentielle extérieure semble restreinte
bien au-delà des conséquences directes de la formule de Stokes
et en même temps plus grande que ne le laissent espérer les
résultats connus de topologie différentielle (théorie des points
critiques par exemple).

Cet article constitue l'essentiel du travail que j'ai présenté
comme thèse de doctorat au Centre Universitaire de Mulhouse.
Je remercie très vivement, Messieurs G. Reeb et R. Lutz
que m'ont suggéré cette étude. Sans leur aide et leur intérêt
constants, ce travail n'aurait pas été possible. La critique
constructive de M. Martinet m'a été d'une aide précieuse. Je
le remercie d'avoir bien voulu participer au jury. Je remercie,
vivement, Messieurs G. Ancochea et A. Lichnérowicz, pour
l'intérêt qu'ils ont porté à mon travail et pour leur participa-
tion au jury.
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V^ : C00 ou 0. L'équation
ii 4-X2) [rfœ]2 4- 2rfc»A</œo

4- [d coo]2 S 0
Î^O

n'a pas de solutions
^

V^ : C°° ou 0
avec % (MJ ==

Existence
de Lp — structures

pour p ^ 1

fî — p — forme.
Il existe

Cl' — C° — voisine
.n '=/^A...A dfp+d<^

co, ; i ==( . . . r ^
système de Pfafî '
ù)' : C° —- voisin
u'- fidg 4- dh,',

V^ : C00 ou C°'. L'équation ̂
donnée par:

V,; l'ensemble des formes de Pfan' ̂
pour lesquelles

on ne peut ni monter
la classe minimale ni abaisser

la classe maximale est C° — dense

[4(t>]2 4- 2rf(o A d<ùo 4- [rfûio]2 = 0
infinité de solutions Cùg

\.

^n '• cx

û) sans zéros. Il existe ^
généra- ù)' — C° — voisine : ^
lisation û/ === / dg 4- dh ^

^ \^ <d == x-^dx^ 4-
il existe <o' — C° — voisine \ ^y0

o' = / dg 4- dh ^ \ ̂

tu == x^ dx^ 4- a-a rf^ ̂ ' ^
il existé <*>' — C° — voisine /

o' = / dg 4- rfA «ur B4 //

^
(ii>s=a'i <iaîg4-^8rf.T4

II existe
tu'—C0—vojsine :
[d^f s 0 sur B* ̂ ^^^

~^~~~-——^^^^

{ ^ la

0 ou C". >^

\ \

\
• • + ̂ în-l̂ n \

*/:M,->M^
rang max (/) > r

f—c°—voisin===^
^> rang max (f) > r

/

/x/

classe maximale est C° —

co telle que a/\du ^È 0
\<& (o' — C° — voisine
v/^ ==4^ o^A d(ù' ̂  0 ̂

01 — forme de Pfaff
avec dtù ̂  0 ;

o^ — C° — voisine
-—>» dcû' ^É 0

î
<*ï — forme de Pfafî

( dfù^ 0; ̂ .̂
*/ Ai

(«> — C° — vois.
r

===̂  ) rio' ^ 0
/ A »
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(ù — forme
de Pfaff

holomorphe
^ stabilité

de la classe

V9; l'ensemble
des formes
de contact

avec la même '̂--^
^ orientation

est C° — ouvert "^^ ?

R8; X-ôa;+/8z.^
Y ep Qy + e ois complets

[X, Y] == H 8z
avec H > 0 a—>> le point
c(0) == Y_( o X_(

OY(OX((O)
vérifie X > 0,

pour tout(> 0

^

L'ensemble des formes
de contact

^ sur un compact
de R2"-^

qui définissent
la même orientation
n'est pas C° •— ouvert

(n ̂  2)

û) A rfœ = fdx/\ dy/\ dz^
f > 0 ; œ'—C°—voisine ^^^

—>> M* A dvi' ^^
== gdx/\dy^dz ^^ ?
avec g > 0 ^s ^

sur un ouvert '̂'s'̂
^ ^N^A.^

^^ci) = x^dx^ + •..
+ ^n-l ̂ 2n + ̂ n+l ;

n > 1 ; il existe
co' — C° — voisine

telle que
œ' A [rfco']"

== / (/.TI A • • • A ^2n+i
avec / < 0 sur Bgn+i

H e R

'"--^c>)= .rirf̂  4- • • • + a-zn-î n :

n > 1 ;
il existe o' — C° — voisine
telle que
[rfœ']" == fdx^ A • • • A ^2n
avec / < 0 sur B^

Les flèches (traits pleins) indiquent des
implications.
Les flèches (traits pointillés) signalent
une comparaison ou bien une généralisation.



CHAPITRE 0

GÉNÉRALITÉS

1. Quelques rappels.

Si û est une p-forme sur une variété compacte M^, on
appelle espace associé à û en un point P e M^, le sous-
espace

A^={XeTp[X|Qp-0} .

La classe de 0. au point P est par définition la dimension
du sous-espace de T? orthogonal à AQ^ n A^Q . où d0.p
est la différentielle extérieure de t2 au point P.

Ainsi la classe de 0. en P est égale à la dimension du
plus petit sous-espace Sç de T? qui vérifie à la fois :

p p+i

ûp e A Se et d^p e A S,

L'espace Sç s'appelle le système caractéristique de 0. au
point P. En particulier, pour les formes de Pfafî sans zéros,
il existe un algorithme pour calculer la classe

cl ̂  = 2 s ^==> [d^p]5 ^ 0 et û)p A [dcùp]5 = 0(*)
cl cop = 2 s + 1 ̂ > cop A [^œ^ ^ 0 et [rfœ^+1 = 0.

(*) Remarque 1. — Comme la forme œ vérifie œ? ^ 0,
les deux conditions [d^p]5 + 0 et û)p A [^>p]" == 0 impli-
quent [d^p]^ == 0.

Pour une forme de Pfaff sans zéros, la situation la plus
agréable est celle où la classe de co est une fonction cons-
tante; dans ce cas, le théorème de Darboux donne un modèle
local pour <x>.

(x) == dx^ + 2̂ 3̂ + • * • ~1~ ^r ^2r+l

OU 0) == (1 + ^l) dx^ + • • • + ^2r-l ^r-
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Lorsque la classe de co n'est pas constante, elle est enca-
drée par ses extrêmes sur M^ :

la classe maximale (notée cl max co)
la classe minimale (notée cl min co).

Par définition :

cl max co == 2s -4=^ [du]5 ̂  0 et co A [du]' = 0
cl max co = 2s + 1 ^=^ co A [du^^O et [rfco]^-1 == 0.

Ainsi :
cl max co === i -̂ =^ co 7^ 0, du = 0

c'est-à-dire co est fermée.

cl max co == 2 -<=^ co 7^ 0, du =/=0, co A ^û) == 0,

c'est-à-dire co est complètement intégrable et non fermée.

cl max (o == 3 -4==>- œ 7^ 0, du ̂ 0, œ A ̂  ̂  0
et [dœ]2 = 0.

La condition cl max co ^ r est donc une généralisation de
la condition d'intégralité complète.

r

Par exemple, si u = ̂  fidg^ on a cl max co ^ 2r;
i==l

en particulier une forme de Pfaff sans zéros du type :

œ = fdg + dh

est de classe maximale ^ 3.

Remarque 2, — L'égalité fu A Wfu)^ = f^u A [du]5

montre en particulier que la propriété pour une forme de
Pfafî d'être de classe maximale 2s + l? exprime non seule-
ment une propriété globale de <o, mais encore une propriété
du champ de plans défini par co. De façon analogue :

cl min u = 2s ^=^ u ^ 0, . . . , co A [dœ]5-1 ^ 0,
[du]5 7e 0 et co A [du]5 a des zéros.

cl min u = 2s + 1 ̂ ==^ co ^ 0, co A [du]' + 0
et [dco]54-1 a des zéros.
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2. Expression globale d'une forme de Pfaff.

Localement, une forme de Pfaff s'écrit

co = Sa î, . . ., x^) dx,.

On s'intéresse ici à une expression globale de o du type
co = ïifi dgi où le nombre de paires (/^, g^) est en général
plus grand que la dimension de la variété.

PROPOSITION. — Soit co une forme de Pfaff sur une variété
compacte C°° (resp. C^). Alors co peut s^ exprimer globalement
sous la forme :

" = S fi dg,
1=1

où fi et gi sont des fonctions différentiables globales C°°
(resp. C^).

La démonstration de cette proposition utilise dans le cas
C00 une partition de l'unité.

Dans le cas C^, la proposition est une simple conséquence
du fait suivant : Si M^ est une sous-variété analytique réelle
de R^ et F est un faisceau cohérent sur M^, alors

IP(M,; F) =0 V/c ^ 1.

(H. Cartan, Bull. Soc. Math. France, 1957).

Remarque 3. — Dans les chapitres suivants, on va considé-
rer sur l'espace des p-formes extérieures la C°-topologie,
c'est-à-dire la topologie de la convergence compacte des sec-

p
tions du fibre A Tmf

Remarque 4. — La C°-stabilité du rang d'une application
et du signe du jacobien résulte du fait suivant :

Si f est une application différentiable : f : S" -> S" de
degré > 0, toute prolongation de f à la boule B'1, a des
points dans B^ de jacobien > 0.

Notation. — Pour des raisons de commodité, on notera
œ ^E 0 pour 3^|co ^ 0.
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3. C°-Stabilité des conditions û?<o ^È 0 et <o /\ rfco =/= 0
(<o forme de Pfaff).

La C°-stabilité de la condition du == 0 est une conséquence
immédiate du théorème de Stokes.

Pour la condition œ A du ^p 0, la C°-stabilité repose sur
les deux remarques suivantes :

1) Si co est une forme complètement intégrable dans R3,
transverse à une droite r, les courbes intégrales de co placées
sur tout cylindre assez petit, axé sur cette droite sont des
courbes fermées.

2) Si co est une forme de PfafT, non complètement inté-
grable dans R3, il existe une droite r, transverse à œ,
telle que les courbes intégrales de la forme œ, placés sur tout
cylindre assez petit, axé sur r, sont des courbes ouvertes.



CHAPITRE PREMIER

PHÉNOMÈNES DE CO-DENSITÉ

Dans ce chapitre sont étudiées des conditions (^-stables
qui ne sont pas C°-stables et sont exposés plusieurs phéno-
mènes de C°-densité.

1. Non stabilité des conditions:

[^œ]2 ̂  0, co A [d^ =/= 0, . . . etc.

PROPOSITION 1.1. — On considère dans l'espace euclidien
R' le pwé H = {{x^ . . ., x,}\ — c ^ x, ^ + c} et la forme
cû = x! dx^ + ... + x^_^ dx^(p ^ 2). Alors, pour tout s > 0
il existe une forme de Pfaff COQ analytique sur un voisinage
de H telle que :

(i) Kll < s.
(n) [d{^ + œo)]2 = 0,

(iii) œ' = co + coo s'écrit globalement ^ ̂  + df^ les f,
étant des fonctions analytiques sur un voisinage de H.

Ce lemme se démontre par récurrence sur p.

1) œ = x^ dx^ + ^3 ̂ 4.

Soient A et k deux réels non nuls tels que

0 < 7]2 < 2hx^ + k < c2; — c ^ x^ +0

voir figure (1).
Posons :

ai(^, x^) == \/2hx^ + /c cos ^
A

03(^1, .rg) = \/2hx^ + /c sin -̂
/i
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La forme œo = a^x-^, x^) dx^ + ^(^i? ^2) ^4 vérifie (i) et
da^ A ^2 == ̂ i A d^2- Alors

d(œ + û>o) == rf(ai — x^) A d(a2 + ̂ 3)-

Soit : /i == Oi — ^4 et /g = 03 + ̂ 3 ; on a

d(œ + œo) == d/i A dr/2•

II existe donc f^ telle que co + ^o ==: fi df^ + ^3 sur H,
les ^ étant analytiques au voisinage de H.

Si (o == x^ dx^ + • • • + ^2p-3 rf^2p-2 + ^p-i ^2? 8^ réduit à
§'1 ^^2 + dgs + ^2?-! ^2p on utilise les fonctions

^l(^2p—l? ^p) e^ ^(^p—l? ^2?)

pour conclure comme précédemment.

Remarque 1. — Comme [dœ7]2 = 0, la non C°-stabilité
des conditions co A [rfœ]2 =/=0, [dœ]3 =/=0 . . . etc... est main-
tenant évidente.

2. C°-Densité des formes de Pfaff du typefdg + dh.

On étudie ici en utilisant les résultats précédents le problème
de l'existence sur une variété compacte de formes sans zéros
de classe maximale ^ 3.

Remarquons d'abord que, étant donnée sur une variété
compacte M^, une forme de Pfaff sans zéros, de classe maxi-
male r, (r < n), il est évident qu'on peut par une C^-pertur-
bation aussi petite que l'on veut, obtenir une autre forme de
Pfaff sans zéros de classe maximale > r.

Cela réduit le problème de trouver des formes de Pfaff sans
zéros d'une certaine classe maximale à celui de trouver des



258 FERNANDO VARELA

formes de Pfaff sans zéros de classe maximale le plus petit
possible.

On connaît l'existence de formes de Pfaff sans zéros de classe
maximale le plus petit possible dans les cas suivants :

1) Sur S1, toute forme de Pfaff analytique sans zéros est
de classe maximale 1.

Remarquons que si œ == ̂  dx^ — x^ dx^, la forme i*{^)
est du type fdg + dh.

2) Sur S2^1, il n'y a pas de formes sans zéros de classe
maximale 1.

3) Sur S2^1, il y a des formes de Pfaff C°°, sans zéros
de classe maximale deux, qui d'après (2) est la classe maxi-
male la plus petite possible pour une forme de Pfaff sans
zéros [14].

4) Sur ^\p ^ 1), il n'y a pas des formes de Pfaff sans
zéros analytiques sans singularités de classe maximale égale
à deux [4].

5) Sur S2^1 il y a des formes œ analytiques telles que
cl mœ = 3 [5].

PROPOSITION 2.1. — Soit M^ une variété compacte C30

(resp. C^) avec caractéristique d'Euler-Poincaré /(M^) = 0.
Etant donnée une forme de Pfaff œ sans zéros sur M^ C°°
{resp. C^) dans tout C°-voisinage de co, il existe une 1- forme
<x/ sans zéros C30 {resp. C^) qui peut s'écrire globalement
sous la forme :

(o' =fdg+dh

où /*, g et h sont des fonctions C°° (resp. 0e0) sur la variété
M/,

COROLLAIRE 1. — Étant donnée une forme de Pfaff sans zéros
sur une variété compacte M^ et deux nombres réels s > 0,
Y] > 0, il y a une forme de Pfaff sans zéros du type

fdg+dh
qui vérifie :

1) \^-{fdg+dh)\ < c.

2) f2 + g2 < ^ partout.
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Pour le démontrer, il suffit de constater que la forme
(û = x^ dx^ + dx^

peut s'écrire sur un pavé de R3 sous la forme ^ da^ + df^
avec al + ^1 < £ sur le pavé et ensuite faire l'application :

< p : M,->R 3 ; x,=f
^2= g
XQ = A.

COROLLAIRE 2. — Sur toute variété compacte C00 (resp. C^)
telle que )c(MJ ==0 il y a des formes de Pfaff sans zéros C°°
(resp. C^) de classe maximale égale à trois.

En effet, étant donnée une forme de Pfaff sans zéros, non
complètement intégrable sur M^, la proposition ci-dessus,
permet de la perturber en une forme de Pfaff o/ sans zéros
du type f dg + dh. On a donc [dco7]2 == 0 et d'après le
chapitre i, œ' A d^ =/= 0.

En particulier donc, les formes de classe maximale égale à
trois sont denses dans l'espace des formes de Pfaff sans zéros
muni de la C°-topologie.

Remarque 2. — On sait que toute forme de Pfaff sans zéros
2n

peut s'écrire globalement sous la forme œ == S /f ^r
i=i

II est alors naturel de chercher des formes de Pfaff sans
zéros, exprimables globalement avec le nombre minimum
de termes du type fi dgi.

Si x(MJ = 0, on peut donc définir un nombre ^(MJ
égal au plus petit entier r tel qu'il existe r-couples de fonc-

r

tions (fi, gi) avec ^ fi dgi sans zéros sur M/,. On a claire-
1=1

ment, si M^ est compacte, ^(MJ ^ 2 et si M^ et Mn
sont difféomorphes, X(MJ = X(M^).

La Proposition 2.1 implique ^(MJ = 2 pour toute variété
compacte.

Démonstration de la proposition. — Soit co une forme
de Pfaff sans zéros sur M .̂ Elle s'écrit :

^= S fidgi
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Soit ^ l'application différentiable de M, dans R471 définie
par

^ : M,^R4- ^°^=fi ^'-l^,...^
(2/i 0 V ^ gf

Alors ^*Ç2.Xidyi) == <o.
M^ étant compacte, son image par ^ est contenue dans

un pavé [— c, + c]^ = H. D'après la Proposition 1.1,
il y a une forme de Pfaff coo dans H telle que :

a) ll^oll < e (où s est un réel > 0 arbitraire),
b) [d^x,dy,+^)Y = 0,

^ ^) ^i dy, + œo = A ^2 + ^3, où A, /a, ^3 sont des fonc-
tions analytiques sur H.

Pour s assez petit, ^*(œo) + œ est sans zéros sur M^
et la forme

o/ = ^*(S^ ̂  + œo) = ^*(/i) ^*(/,) + d^(f,)

vérifie les propriétés voulues.

COROLLAIRE 3. -— Soit Mg^+i une variété compacte de
dimension în + 1. L'ensemble des formes de Pfaff vérifiant 1)
co A [rfœ^E^O; 2) J^œ A [d^}n=Q est C°-dense.

En effet, en considérant la forme fdg + dh sans zéros,
il est facile d'ajouter des termes C°°-petits du type f, dg,
de façon que :

df A dg A dh A df^ A rfgi A • • • A rf/,-i A dg.-i ̂  0.
Les propriétés 1) et 2) en résultent.

Remarque 5. — Soit Ma une variété de dimension trois et
soit œ une forme de Pfaff sur M^ telle que F <o A rfœ = 0.
Il est évident que par une petite C "-perturbation de œ,
on peut obtenir une forme de Pfaff œ' telle que

f^' A d^ ^ 0.

Le corollaire précédent, en donne une sorte de réciproque
en C°-topologie. Si co est une forme de Pfaff telle que :

JM,^ A d<ù = ^ 0
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il existe û/ aussi près que l'on veut de <o au sens C° telle
que :

L co7 A d^' == 0 avec <x/ A d^' E^O.

COROLLAIRE 4. — ^ensemble des formes de contact sur une
variété compact de dimension 2n + l? n5^ pa5 C°-ou^r(.
^77 est évident que cet ensemble est ouvert pour la C^-topologie.)

COROLLAIRE 5. — Étant donné un système de Pfaff de rang
deux, défini globalement par deux formes de Pfaff indépendantes,
on peut par une C°-perturbation obtenir un système de rang deux
et de classe maximale ^ 6.

Remarque 4, — On a vu en [I] que si une forme de Pfaff œ
vérifie <x) A du =fp. 0, toute C°-déformation œ7 de œ aussi
o/ A d^' E^O.

La Proposition 2.1 montre que si œ est sans zéros et vérifie,
par exemple co A [dœp^O, alors <x) peut s'approcher en
C°-topologie par <x/ telle que [dœ7]2 == 0.

Il se pourrait que la condition œ A [dœp^O soit C°-
stable, si l'on se restreint aux formes co7, C°-voisines de co
telles que [cîct/^^O. Ce n'est pas le cas. En effet, soit œ
une forme de Pfaff telle que :

œ A [dco^^O.

Soit œ' proche au sens C° de co du type :

o/ =fdg+dh.

Considérons la forme :

œ" = fdg + dh + ^ h d g ' .
Ainsi

[d<o"]2 =2edf ^ dg /\ dh /\ d g ' et œ" A [^"]2 = 0.

Alors, il suffit de choisir g' de façon que :

dff\ dg A ̂  A dg^O.

pour avoir un contre-exemple.
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Remarque 5. ~ Le problème d'abaissement de la classe
maximale d'une forme de Pfafî à trois est équivalent à consi-
dérer sur la variété, l'équation :

[rfœ]2 + 2 dœ A d^o + [rfcoo]2 == 0 (1)

où l'inconnue est la forme de Pfafî COQ.
Les théorèmes précédents montrent que l'équation (1) a

des solutions COQ globales sur la variété, si petites comme l'on
veut au sens de la C°-topologie.

C'est un fait curieux que si l'on considère l'équation

(1 + ^)[rfœ]2 + 2 Ao A d^ + [rfœo]2 = 0 avec À ^ 0 (2)

avec œ une forme de Pfafî donnée sur la variété telle que
[rfœ]3 =1=Q et COQ inconnue, il y a en général, aucune solution
à l'équation (2). Cette affirmation repose sur la

PROPOSITION 3.1. — II ny a pas un 2-forme 73 telle que
vérifie :

^ = - l>i A ^2 + ^3 A ^ + ̂  A ^e]2;

^ fea^e de l'espace vectoriel R6.

Remarque 6. — II est évident, que par contre, en dimension 4,
la forme — [^ A ^ + ^3 A ^]2 est un carré.

Démonstration. — L'expression précédente peut s'écrire
sous la forme :

h — î A e^ + 63 A ^ + ̂  A eg)]
A [^ + ̂ i A ^ + ^ A ^ + ^5 A ^)] =0 ( ^ ).

Il est clair que s'il existe une 2-forme T) vérifiant (*), elle doit
être de rang six.

Posons

-Hi = ^î — ̂ i A ^ + ^3 A ^ + ^5 A ^)
•̂  == ^ + ^1 A ^ + ^3 A ^ + ^ A ^)-

Supposons que •y^ et T^ soient de rang 4, alors :

^=0
^=0
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c'est-à-dire

7^ = 7^3 __ 3^2 ^ ̂  ^ ̂  j^ ^ /\ e^ -{- e^ f\ eo\
— 873 A [^i A ^ + ^3 A ^ + es A e.e]2 = 0

l̂ = ̂  + 3l732 A [^1 A ^2 + ^3 A ^4 + <?5 A ^e]

-— 373 A [^i A ^2 + ^3 A ^4 + ^5 A Cç]3 = 0

d'où:

27}3 — 673 A [e-t A ^2 + ^3 A ^4 + ^5 A ^]2 == 0

et d'après (*)

8-/]3 == 0 ==^- 73 est de rang 4, en contradiction.

Ainsi, dans l'expression (*), ou bien 7]i, ou bien 732 es^ de
rang six. D'après un théorème de Lepage, ou 731 == 0 ou
733 = 0, c'est-à-dire, les seules solutions de l'équation (*)
sont

731 == i[e^ A ^2 + ^3 A ^4 + ^5 A ^e)
•^2 = — l̂ A ^2 + é?3 A ^4 + ^5 A ^g).

Remarque 7. — Si eu est une forme de Pfafî sans zéros sur
une variété compacte qui vérifie

o) A [dcù]P=f=0 et œ A [d^]^1 == 0

on dit [9] que œ définit sur M^ une Lp-structure. Ainsi,
donner sur M^ une Lo-structure est équivalent à donner une
1-forme sans zéros complètement intégrable.

Les résultats de ce chapitre permettent de construire des
Lp-structures pour tout p > 0, sur toute variété compacte
avec caractéristique d'Euler-Poincaré égale à zéro.

Soit œ une Lp-structure sur M^ et soit X un champ de
vecteurs tel que X|co = 1. On a

[du]P+1 = (p + l).œ A [^P A X| dco.

Posons À = {p + 1)X| rfœ.
On montre [11] que la forme À A [dX]2^1 est fermée et

que la classe de cohomologie, seulement dépend du champ
de plans défini par œ.

Cette classe de cohomologie 1 est donc un invariant de
la Lp-structure défini par œ.
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II est facile de voir que si une forme de Pfaff sans zéros
s'écrit globalement sous la forme :

^ = fi df^ + /a df^

l'invariant 1 est zéro.
En effet, dans ce cas, on a :

[^co]2 == df^ A df^ A df^ A df^
= (A df, + ^3 df,} A Wi A rf/2 + df, A ^4) A X.

Ainsi :

^ „ A^A+^/3 d'où dX == 0 et 1=0.
/l + / 3

Des théorèmes précédents, on déduit que :
L'ensemble des formes de Pfaff sans zéros avec invariant

nul est C°-dense.
Remarquons qu'une forme sans zéros, peut avoir un inva-

riant nul et ne pas être de la forme f^ df^ + /g df^.
Par exemple, une forme de classe constante trois sur S3 X S4

obtenue à partir d'une forme de contact sur S3.

Remarque 8. — De la proposition précédente, se déduit
que l'invariant 1 ne fait pas de différence entre les formes
de Pfaff sans zéros qui s'expriment globalement sous la forme :

û) = fi df^ + /s df^

Ainsi, pour la classification des formes de Pfaff qui s'expri-
ment sous la forme /i df^ + fs df^ il faut avoir des invariants
plus fins. L'exemple suivant, montre l'existence de formes
de Pfaff qui s'expriment sous la forme fdg + dh et ne sont
pas équivalents par difféomorphisme.

On considère sur le tore T3 la forme dQ^. EU est bien du
type f dg + dh.

Soit ce une forme de Pfaff non fermée sur T3 et soit œ'
une (^-approximation de œ du type f dg + dh.

D'après 3 - chapitre — 0 —, co' n'est pas fermée et alors
n'est pas équivalente à rf6i.



CHAPITRE II

COMPORTEMENT DE LA CLASSE MINIMALE
D'UNE FORME DE PFAFF,

PAR CO-PERTURBATIONS, EN DIMENSION TROIS

Dans ce chapitre, on expose un résultat relatif au comporte-
ment par (^-perturbations de la classe minimale d'une forme
de Pfafî sans zéros sur une variété compacte de dimension
trois.

1. — Soit co une forme de Pfafî sans zéros sur une variété
compacte M^-n, sur laquelle il y a des formes de contact
et soit ti une tome de volume. Supposons que l'ensemble
ouvert S === { ^ e M g ^ + i J œ ^ A [^a.]" ^ 0} ait au moins deux
composantes connexes S^ et Sg telles que :

a) Pour tout x e Si, la (în + l)-forme û)^ A [du^Y
définisse la même orientation que tia;.

b) Pour tout x e Sg, la (în + l)-forme œ^ A [^a;]'1
définisse l'orientation opposée à celle de û.

Remarque 1. — D'après les théorèmes du chapitre i, l'ensem-
ble des formes de Pfafî sans zéros, pour lesquelles l'ensemble S
vérifie cette propriété est C°-dense.

Il est évident qu'à partir d'une telle forme de Pfafî, on ne
peut pas obtenir une forme de contact par perturbations
(^-petites. Il est alors naturel de chercher si dans tout C°-voi-
sinage d'une telle forme de Pfafî il y a une forme de contact.

2. — L'étude de ce problème pose la question suivante :
Soit co une forme de contact sur un compact de R2"4'1.

Existe-t-il a/ aussi voisine que l'on veut de œ, au sens C°
et vérifiant :

œ7 A [d^Y = — ^œ A [rfœp

où X est une fonction sans zéros partout?
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II est évident qu'une réponse négative à cette question impli-
que, en particulier, l'existence d'un C°-voisinage de co, sans
formes de contact. En fait, on montre que si n ^ 2, il y a des
formes de contact <o telles que dans tout C°-voisinage il y a
des formes de Pfafï o/ vérifiant :

G/ A [d^Y = — À2^ A [du]\

Par contre, si n == 1, la réponse à la question ci-dessus est
négative.

PROPOSITION 1.2. — On considère dans R2^1 le pavé
H = {{x^y . . ., x^)\ — c ^ Xi ^ + c c nombre réel donné} et la
forme de contact

(x) === X^ dx^ + " • + ^2n-l dx^ + ^2n+l ; n ^ 2.

Alors, dans tout C°-^oisinage de o, i7 existe une forme de
contact co', définie sur H ^ vérifiant:

a) o/ e^ analytique sur H;
&) co' A [dœ7]'1 == — X2^ A [d0^]'1; ^ nombre réel donné.

Il suffit de prendre :

0)' == X^ dx^ + • • • + ^2n-l ^2n + ^2n+l

"T ^(^2^-3) ;r2^-2) ^2»-! l" ^(^n-â? ^2^-2) ^2/1

où ai et a^ sont des fonctions analytiques sur H, véri-
fiant :

a) a2 + aj < s ;
&) rfâi A da^ == X2 ^2^-3 A ^2n-2-

Remarque 2. — L'égalité (&) peut être satisfaite pour un
choix, de fonctions a^ et Og petites ou sans C°, analogue
à celui du chapitre i.

On a :
[d^Y == n ! (1 — X2) cbi A • • • A dx^

et alors
co7 A [d^'Y = ni (1 — À2)^ A [dœ]'1.

C.Q.F.D.

Remarque 3. — Dans la construction du contre-exemple
ci-dessus, on a utilisé la propriété suivante.
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Etant donné la forme de Pfafî,

CO == X^ ÔX^ + • • • + ^2n-l ^2n; H ^ î

sur le pavé de R2'1, il existe une forme de Pfaff û)7 aussi
proche que l'on veut de œ, au sens C°, et telle que

[d^]n= — X2^]71.

Le théorème de Stokes montre que l'hypothèse n ^ 2
est essentielle ; ainsi, étant donné la forme de Pfafî œ = x^ dx^
sur un pavé de R2, on ne peut pas avoir o/ proche C°
de co et vérifiant :

dco' = — À2 d(ù avec X ^ 0.

Remarque 4. — On a montré (voir chapitre i) qu'en général
l'équation :

[rfco + do)o]2 = — ^[dco]2 À ,£ 0

n'a pas des solutions même ponctuellement.
D'ailleurs, la Proposition 1.2, montre que par exemple

la forme de Pfafî œ === x^ dx^ + ^3 dx^ -)- x^ dxç + rf^y peut
s'approcher C0 — par œ7 telle que

[d^y = — x2 [dœ]3 (l).
Ceci montre qu'il est essentiel de prendre dans (1) l'exposant
égal trois.

COROLLAIRE 1. — Uensemble des formes de contact qui
définissent la même orientation sur un pavé de R2^1 nest pas
C°-owert pour n ^ 2.

Pour n = 1, nous avons en particulier la

PROPOSITION 2.2. — Si co est une forme de contact sur une
variété de dimension trois, toute forme de contact suffisamment
voisine de <o au sens de la C°-topologie, définit la même orien-
tation que celle de G).

Remarque 5. — On sait cependant [6] qu'en dimension trois,
toute forme de Pfafî sans zéros est homotope comme forme
sans zéros à une forme de contact d'orientation arbitraire.
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La proposition antérieure montre que cette homotopie ne
peut pas être C°"petite. La Proposition 2.2 est une conséquence
de la

PROPOSITION 3.2. — On considère dans le cube I3 de R3,
la forme de contact co == x dy -\- dz. Alors si u' est aussi de
contact et suffisamment C°-voisine de <x>, on a:

û/ A d<ù' = f dx A dy A dz avec f > 0.

Remarque 6. — On peut supposer

o/ == ai dx + (^ + â^) ^y 4- ̂
où ai et ^2 sont « petits ».

Remarque 7. — Soit co une forme de PfafT, et soient X,
Y, Z des champs de vecteurs globaux et indépendants tels
que co(X) = œ(Y) == 0, œ(Z) = 1. Alors on a

œ A r fœ(X,Y,Z)=-œ([X,Y] ) .

rii on applique cette remarque à la forme o/ et aux champs
de vecteurs

X = ô^. — ai ô^, Y == ôy — (^ + Oa) <^, Z = b,

On obtient :
o/ A ^'(X, Y, Z) = - /•ô,

où /* est donnée par [X, Y] == /*ô^.

Remarque 5. — Soient 9^ et ^^ les groupes à un paramètre
engendrés respectivement par ô^., by — x ô^. On a alors
pour t = 1

^-i o y-i o ̂ i o ?.i(0, 0, 0) = (0, 0, - 1).
La Proposition 3.2 résulte maintenant du

LEMME. — Soient X = ô^. -)- ^ ô^ et Y == ôy 4" î ^7 ^5

champs de vecteurs complets dans l'espace R3 et soient 9^ ^
4't ^5 groupes à un paramètre engendrés par X et Y respec-
tivement.

Alors la condition [X, Y] == /*ô^ a^ec /* > 0 implique^
que pour tout t > 0, CT((O) == ^_^ o 9^ o (j/^ o 9^(0, 0, 0) === X.^
a^c À > 0.



FORMES DE PFAFF, CLASSE ET PERTURBATIONS 269

Remarque 9. — Soient g et g' les fonctions à valeurs
réelles définies sur le carré 0 ^ t, tf ^ i par:

g(^)= ^o^(0,0,0)..3
g'{t, t1} = ̂  o y_,(Pi).^ où Pi = ̂  o <p^(0, 0, 0)

et soient a, &, c les nombres :

a == min g((, t ' )
b = max g'(^ ( /)
— c ^ a, & ^ + C.

Soit H le compact

H = {{x, y , z) e R^O ^ x, y ^ 1 : \z\ ^ C}.

De Phypothèse [X, Y] = fb, avec f > 0, on déduit qu'il
existe un nombre rationnel h suffisamment petit, tel que
pour tout point P e H, on ait :

c^(P) — P == ̂  o (R_^ o ^ o ç^(P) == \'e^ avec \' > 0.

Démonstration du Lemme. — II suffit de le montrer pour
( = i.

Soit K un entier tel que Kh = i et considérons le point
(TKh(O). Nous procédons par induction sur K. Pour K == 1,
le résultat est trivial. Pour K = 2, la proposition signifiée
°2hW — (0) = X.^ avec h > 0. Pour le montrer, nous effec-
tuons la construction suivante :

Soit Pi = (^ o cp^(O) ; d'après le choix de A, le point
?2 = P-h ° k ° ?/» ° +-h(Pi) est tel que Pg — Pi == \e^
avec \ > 0; comme les courbes intégrales du champ X
qui passent par Pi et Pg sont dans un même plan vertical,
le point ?3 = ̂  o (p.^Pg) vérifie P, - (^(0) = X^3 avec
Xg > 0. Ainsi, on a :

P3 - (0) - (P3 - ̂ (0)) + (^(0) - (0)) = (X + ̂ 3.

Le même raisonnement permet de voir que le point :

?4 = ̂ -h ° ^-h ° <9-h ° V-h ° ^h ° Vh ° Vh ° ^(Ps)

vérifie (voir figure) :

?4 — PS = ^4.^3 avec A4 > 0
13
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d'où P, - (0) - (P4 - P.) + (PS - (0)) = (X + Xa + Â^.
Les relations antérieures montrent que P^ = <^(0).

->Y

On obtient le Lemme en appliquant la construction anté-
rieure au point <7(K-i)/»(0).
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