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1. — Etant donné une p-forme extérieure Q, sur une
variété compacte M,, la fonction qui, a chaque point P e M,,
assocte la classe de Q au point P est semicontinue inférieure-
ment, a valeurs entiéres et en général non constante.



240 _ FERNANDO VARELA

Cependant, de fagcon naturelle, on peut associer a une
g-forme extérieure Q sur M, les deux nombres entiers :

cl max Q = classe maximale de Q sur M,
cl min Q = classe minimale de Q sur M,.

Le fait que la classe maximale (resp. classe minimale) de Q
sur M, soit égale & p, signifie alors qu’il existe un ouvert
non vide (resp. un fermé non vide) dans lequel la classe de Q
est égale & p et dans le complémentaire duquel la classe
de Q est inférieure & p (resp. supérieure & p).

Le fait qu'une g¢-forme, admette une classe maximale
(resp. classe minimale) donnée, exprime donc une propriété
globale de cette g-forme.

2. — Dans ce travail, on étudie essentiellement le probleme
suivant :

S1 o est une forme de Pfaff sans zéros sur une variété
compacte M,, que peut-on dire de la classe maximale (resp.
classe minimale) des formes de Pfaff qui sont dans un Co-
voisinage de «?

On donne une réponse compléte a ce probléme dans le cas
du comportement par CO-perturbations de la classe maximale
d’une forme de Pfaff.

Sur le comportement par CO-perturbations de la classe
minimale d’une forme de Pfaff, on donne une étude assez
complete dans le cas d’une variété compacte de dimension
trois.

3. — Si f est une application différentiable entre deux
variétés f: M, - M,, on peut associera f les deux entiers:

rang maximal de f
rang minimal de f.

Plusieurs phénomeénes font penser &4 une certaine analogie
entre le role du rang dans la théorie des applications diffé-
rentiables et celui de la classe dans la théorie des formes
de Pfaff. Par exemple :

a) si o est une forme de Pfaff de classe constante (resp. f
une application de rang constant), le théoréme de Darboux
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(resp. le théoréme du rang) donne un modéle local pour o
(resp. pour f).
b) Pour une forme de Pfaff (resp. application différentiable),

il est évident que le fait d’avoir sa classe maximale (resp.
rang maximal) supérieure 4 un entier p est Cl-stable.

¢) S1 o est une forme de contact sur une variété M,,,,
(resp. [ est une application différentiable f: M, —M, de
rang n partout) l'orientation définie par la (2n 4 1)-forme
o A [do]* (resp. le signe du jacobien de f) est C! stable.

d) Soit M, une variété compacte avec bord dM,, etsoit o
une forme de Pfaff sans zéros sur M,, (resp. soit f une appli-
cation différentiable f: M,, — M,,) telle que [dwo]"==0
a l'intérieur de M,, et [dw]* = 0 dans un voisinage du
bord (resp. rang maximal de f égale & n alintérieur de M,
et rang de f plus petit que rn dans un voisinage du bord).
Le théoréeme de Stokes (resp. un argument sur le degré)
montre que, en général, il n’existe pas de forme o' sans
zéros sur M,, (resp. d’application f': M,, — M,,) telle que
[do']" =0 sur M,, et o' = & dans un voisinage du bord
(resp. rang f' < n partout et f' = f dans un voisinage

du bord).

e) Dans [10], J. Martinet montre, en particulier, la géné-
ricité de certaines propriétés relatives au comportement
de la classe minimale des formes extérieures, faisant usage
de la théorie de la transversalité.

4. — Les exemples antérieurs montrent des situations dans
lesquelles le comportement de la classe d’une forme de Pfaff
est analogue & celui du rang des applications différentiables,
relativement aux C!-perturbations.

Il est alors naturel de faire une étude comparative du
comportement par CO-perturbations :

1) De la classe d’une forme et du rang des applications.

2) Pour une forme de contact, de l'orientation de la
(2n + 1)-forme o A [dw]® et du signe du jacobien pour
une application de rang constant maximum.

Soit [ wune application différentiable f: I"— R* (I
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pavé de R"). Alors on montre facilement (voir remarque 4,
chapitre 0) les deux propriétés suivantes :

a) La propriété que f soit de rang maximal plus grand
qu’un entier p est CO-stable.

b) Le fait qu’il existe un ouvert # < I" dans lequel le
jacobien de f est > 0, est CO-stable.

Ainsi, en particulier, pour une application différentiable
de rang constant maximum, le rang de f et le signe du jaco-
bien de f sont CO-stables.

Conséquence : L’ensemble des applications f: I" — R»
pour lesquelles on peut ni monter le rang minimal nmi abaisser
le rang maximal est CO-dense.

5. — Dans les chapitres 0 et 11, on montre que:

1) Si Q est une p-forme extérieure sur un ouvert de R"
telle que dQ ==0, toute p-forme Q', voisine de Q au sens
de la CO-topologie vérifie aussi dQ' =&

En particulier pour une forme de Pfaff « la propriété
classe maxw > 1 est CO-stable.

2) Pour une forme de Pfaff « sur un ouvert de R", la
propriété o A dw =0 est CO-stable [voir 12].

3) S1 @ est une forme de contact sur une variété de dimen-
sion trois, toute forme de contact suffisamment voisine de
au sens de la CO-topologie, définit la méme orientation que
celle de o.

Ainsi, les comportements par CO-perturbations des conditions
classe max > 1 ou 2 pour une forme de Pfaff «, ou signe
de © A do pour une forme de contact, sont analogues a
ceux du rang des applications ou du signe du jacobien de f,
pour une application de rang constant.

La démonstration de (1) résulte de la CO-continuité de I’appli-
cation Q -—>f dQ ou A, est un (p 4 1)-simplexe

p+1
(Formule de Stokes).

Pour la démonstration de (2), on ne peut pas utiliser le
théoréeme de Stokes, parce que, au contraire ’application

0 — fAs o A do n’est pas CO-continue.
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La démonstration de (3) résulte du fait (chapitre 11) que si o,
et ¢, sont les groupes a4 un parameétre engendrés par les
champs de vecteurs complets dans R?

Xsz+sz; Y=by+gbz

alors pour tout point P e R3 la condition [X, Y] = Hop,
avec H > 0 1implique: ¢_,0o0_,0 ¢, 0 (P)=1nr.e5 avec
A > 0 quel que soit ¢ > 0.

On remarquera que pour des ¢ petits, ce fait est une consé-
quence connue de la définition du crochet [X, Y].

On peut alors faire les remarques suivantes :

a) S1 o est une forme de Pfaff sans zéros telle que
o A do ==0,

il y a un CO-voisinage de o, sans formes complétement
intégrables. D’autre part, on sait que sur une variété compacte
toute forme de Pfaff sans zéros est homotope comme forme
sans zéros a4 une forme intégrable.

b) Si o est une forme de Pfaff sans zéros sur une variété
compacte de dimension trois telle que (1) ﬁ%w A do =0
et (2) o A do=E£0, il existe un CO-voisinage de « sans
formes de contact.

Dans le chapitre 1 on montre que les formes de Pfaff véri-
fiant (1) et (2) sont C,y-denses.

Cependant, on sait [6] que toute forme de Pfaff sans zéros
en dimension trois est homotope comme forme sans zéros a
une forme de contact d’orientation donnée.

Ainsi les homotopies de (a) et (b) ne peuvent pas étre
Co-petites.

6. — Dans le chapitre 1, on montre que pour une forme de
Pfaff sur un pavé de R", la condition « classe maximale de
plus grande que trois » n’est pas (O-stable.

En particulier, étant donnée sur un pavé de R2"*! une
forme de contact «, elle peut étre approchée aussi prés que
lon veut, par une forme de Pfaff «’ telle que [dw’']? = 0.

Ce fait contraste trés fortement avec la CO-stabilité du rang
pour une application différentiable de rang constant.
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On obtient ainsi des formes ' qui, non seulement vérifien
la condition [dw’']? = 0, mais elles sont les plus simples qui
peuvent la vérifier. En fait, elles peuvent s’écrire sous la

forme o =fdg+ dh ou f, g et h sont des fonctions glo-
bales sur le pavé.

7. — Dans le chapitre 11, on montre que sur tout pavé de
R2*t1 avec n > 2, il y a des formes de contact « qui peu-
vent étre approchées au sens C° par des formes de contact o’
qui définissent une orientation opposée a celle de .

On a ainsi un comportement opposé d’une part a celui des
formes de contact en dimension trois, et d’autre part a celul
du signe du jacobien pour une application de rang constant.
En particulier, I’ensemble des formes de contact sur un pavé
de R2"(n > 2) qui définissent la méme orientation n’est ni
Co-ouvert n CO-fermé.

8. — On sait (chapitre 0) que toute forme de Pfaff » sur
une variété compacte C* (resp. C®) peut s’exprimer globale-

N
ment sous la forme o = Y fidg (1) avec N suffisamment

i=1
grand, ou f; et g sont des fonctions globales C* (resp.
Cv).

I1 est alors naturel de se demander s’il existe des formes de
Pfaff sans zéros exprimables globalement sous la forme (1)
avec un nombre de termes du type f;dg; minimal.

Comme la variété est compacte, ’expression minimale du
type (1) pour une forme sans zéros est o = f; dg, + [, dg,.

En [12], G. Reeb pose le probleme de savoir si I’existence
sur une variété des formes de Pfaff sans zéros, implique déja
Iexistence d’une forme de Pfaff complétement intégrable.

De fagon analogue, peut se poser le probleme de savoir
s1 I’existence d’une forme de Pfaff sans zéros, implique I’exis-
tence d’une forme de Pfaff de classe maximale donnée.

En [5], R. Lutz montre que sur toute sphére S¥*+! il y a
des formes de Pfaff sans zéros analytiques de classe maximale
trois. Plus précisément, les formes trouvées sont globalement
du type fdg+ dh, ou f, g, h sont des fonctions sur S2r+1
induites par des polyndémes de R2,+2,
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On sait [4] qu’ll n’existe pas de formes analytiques sans zéros
et complétement intégrables sur S?+!. La classe maximale
trois est donc la plus basse qu’il est possible d’obtenir ainsi.

9. — Utilisant la réduction par CO-perturbations sur un
pavé de R® d’une forme de Pfaff du type

© =& dzy + -+ + Zap—1 dx2p

a une autre forme de Pfaff o' qui s’exprime globalement
sur le pavé sous la forme o' = fdg + dh, et le fait que
toute forme de Pfaff sans zéros peut s’exprimer globalement
sous la forme o = Zf;dg, on montre dans le chapitre 1
que toute forme de Pfaff sans zéros sur une variété compacte
C> (resp. C®) peut étre approchée CO aussi prés que 'on
veut par une forme de Pfaff C* (resp. C®) qui s’exprime
globalement sous la forme o' = fdg -+ dh.

De cette facon on montre non seulement 1’existence sur
toute variété compacte, avec y(M,) = 0, de formes de Pfaff
de classe maximale trois, mais aussi l’existence de formes
sans zéros exprimables globalement de la fagon la plus
simple possible et que I’ensemble des formes de Pfaff de ce
type est CO-dense dans I’espace des formes de Pfaff sans zéros.

Remarque. — A ma connaissance, il ne semble pas évident
que, par des techmques elementa1res de topologle différentielle,
on pu1sse construire explicitement sur une variété compacte
M, avec x(M,) =0, une forme de Pfaff sans zéros globale-
ment exprimable sous la forme o = fdg + dh. 1l est facile
de voir, qu'il y a des formes de Pfaff sans zéros de classe
maximale trois, qui ne peuvent pas se mettre globalement
sous la forme fdg 4 dh.

D’autre part, on peut se convaincre que, étant donnée une
forme de Pfaff sans zéros, on peut méme par C-petites défor-
mations monter la classe maximale de la forme (on a le méme
phénoméne pour monter le rang maximal d’une application).

Remarque. — 11 serait, peut-étre intéressant d’étudier un
probléme relatif d’abaissement de la classe: on donne une
forme de Pfaff sans zéros sur une variété M, avec bord
dM,, vérifiant par exemple o A [do]?=£0 & lintérieur et
o A [do]® =0 dans un voisinage de dM,, on voudrait
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construire une autre forme de Pfaff «’ sans zéros telle que
o A [do']? =0 partout et o = o dans un voisinage
du bord oM,. :

Il est évident (Théoréme de Stokes) que par exemple la
condition [dw]* = 0 sur un voisinage de 3M,, n’est pas
en général prolongeable & I'intérieur.

Les résultats antérieurs montrent donc que I’ensemble des
formes de Pfaff sans zéros de classe maximale p(p > 3) qui
peuvent s’écrire globalement sous la forme

fidfs + -+ fop-2 dfapa + dfa,

est CO-dense.

10. — La Co-densité des formes de Pfaff du type fdg -+ dh,
met en évidence le curieux phénomeéne suivant. Soit « une

forme de Pfaff sur une variété compacte de dimension trois et
supposons |, ® A do =0. Il est évident que Pon peut
perturber ®, méme par une C™-petite déformation pour
avoir j;ls o' A do' #0.

Réciproquement, supposons que o soit une forme de
Piaff telle que ﬁ,aw A do # 0. D’apreés les résultats anté-

rieurs, on peut approcher ® au sens (€9 aussi prés que ’on

veut par une forme de Pfaff o’ telle que j‘:“a o ANdo' =0
avec o' A do' =E0.
Remarque. — Les propriétés de la CO-stabilité du rang et

du signe du jacobien pour les applications permettent de
donner des exemples d’applications pour lesquelles on ne peut
ni monter le rang minimal ni abaisser le rang maximal par
Co-perturbations. '

De facon analogue, en dimension trois, les propriétés
précédentes permettent de montrer que I'ensemble des formes
de Pfaff sans zéros dont on ne peut ni abaisser la classe maxi-
male ni monter la classe minimale par CO-perturbations est
Co-dense, dans ’espace des formes de Pfaff sans zéros sur la
variété considérée.

D’apres ce qui précéde, 'abaissement de la classe maximale
pour une forme de Pfaff sur une variété, se réduit a I’abaisse-
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ment de la classe sur un pavé de RY, d’une forme de Pfaff
du type o =2, dxy 4 -+ + 25,4 da,,.

La méme méthode utilisée pour changer, par CO-perturba-
tions, le signe d’une forme de contact sur une variété compacte
(par exemple de dimension cinq) nous conduit a résoudre
I’équation :

[day A day + -+ + dwgyy A dag, + doy]?
— [dzy A dxy + -+ + day,y A day, 2

Mais ceci n’est pas possible, méme ponctuellement (voir
chapitre 1).

Ainsi, étant donnée une forme de Pfaff , quelconque,
I’abaissement de la classe maximale a trois est équivalent &
trouver des solutions aussi petites que ’on veut au sens C°
pour l'équation :

[do]* + 2do A doy, + [dwy]? = 0.
Par contre, I’équation
(1 4+ A)[de]? + 2do A dwy + [dog]? =0

A #0 na pas de solutions méme ponctuellement si dw est
de rang supérieur ou égal & six.

Remarque. — On remarquera que la méthode utilisée dans
le chapitre 11 pour inverser le signe de la forme de contact
o =, dx, + -+ + X5, dr,, + dx,,,; est applicable & toute
forme de contact sur un compact de R2?!+! qui puisse s’expri-
mer globalement sous la forme

o =fidfs + - + fapa dfep + dfapsr (1)

Il serait intéressant de trouver des formes de contact sur le
pavé de R*+! qu'on ne puisse pas exprimer globalement
sous la forme (1).

Une telle forme fournirait peut-étre un exemple d’une forme
de contact « pour laquelle I'orientation de la (2p 4 1)-
forme o A [dw]? est Co-stable.

11. — Le fait, pour une fonction holomorphe, d’étre Co-
petite implique: f est C*-petite (Théoréme de Cauchy),
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d’ou la stabilité de la classe d’une forme de Pfaff holomorphe
par CO-perturbations holomorphes.

On peut généraliser les résultats antérieurs aux systémes
de Pfaff de rang r, défimis globalement pour r-formes de
Pfaff indépendantes et aux p-formes extérieures (p > 1).

Dans la méme optique qu’en [I], il est naturel de se deman-
der s1 'existence d’un systeme de Pfaff, défini par r-formes
de Pfaff indépendantes implique déja l'existence d’un sys-
téme de Pfaff de rang r qui puisse s’exprimer globalement
le plus simplement possible.

En fait, on montre qu’un tel systéme de Pfaff peut étre
approché aussi prés que 'on veut au sens C° par un systéme
du type:

o,=fidg+dh; 1=12...r

Il est évident qu'un systéme de Pfaff de rang r, ne peut
pas s’écrire avec un nombre plus petit de différentielles de
fonctions.

Dans le cas des g-formes, en raison de la Co-stabilité du
rang, on ne peut pas avoir C0-densité des ¢g-formes qui s’expri-
ment globalement sous la forme

fdfy A - A dfy+dgn A - A dg,
On peut montrer cependant que les g-formes du type :
fafy A --- A df, + do;, ©; = (¢ — 1)-forme

sont Co-denses dans I’espace des g-formes sans zéros.
Ainsi, toute g-forme Q peut étre CO-approchée aussi prés
que 'on veut par une g-forme Q' telle que:

dQ' =df Ndfy A -+ A df,

ou f, fi, ..., f, sont des fonctions globales.

12. — Les phénoménes qu’on vient d’expliciter mettent en
évidence un comportement, a notre avis curieux, de la différen-
tielle extérieure d’une forme de Pfaff et plus particuliére-
ment des formes extérieures du type [dw]?, o A [dw]?, ... etc.
relativement .aux CO-perturbations. La liberté que I'on peut
attendre d’une CO0-déformation relativement aux propriétés
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faisant intervenir la différentielle extérieure semble restreinte
bien au-dela des conséquences directes de la formule de Stokes
et en méme temps plus grande que ne le laissent espérer les
résultats connus de topologie différentielle (théorie des points
critiques par exemple).

Cet article constitue I’essentiel du travail que j’ai présenté
comme thése de doctorat au Centre Universitaire de Mulhouse.
Je remercie trés vivement, Messieurs G. Reeb et R. Lutz
que m’ont suggéré cette étude. Sans leur aide et leur intérét
constants, ce travail n’aurait pas été possible. La critique
constructive de M. Martinet m’a été d’une aide précieuse. Je
le remercie d’avoir bien voulu participer au jury. Je remercie,
vivement, Messieurs G. Ancochea et A. Lichnérowicz, pour
Pintérét qu’ils ont porté & mon travail et pour leur participa-
tion au jury.
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Taw=2,dTy + oo o + Ty g,
n 5

il existe @' — C° — voisine

telle que

[do'It = fdz, A ++- A dxg,

avec f < 0 sur By,

— Les fleches (traits pleins) indiquent des
implications.

— Les fleches (traits
une comparaison ou bien une généralisation.

pointillés) signalent



CHAPITRE O

GENERALITES

1. Quelques rappels.

S1 Q est une p-forme sur une variété compacte M,, on
appelle espace associé & Q en un point P e M, le sous-
espace

Ag, = {X e T,|X|Q, = 0}.

La classe de Q au point P est par définition la dimension
du sous-espace de T orthogonal a Ag, N Ag, ou dQ,
est la différentielle extérieure de Q au pomt P.

Ainsi la classe de Q en P est égale 4 la dimension du
plus petit sous-espace S, de T, qui vérifie a la fois:

+1

p
e \s. e do,eAs.

L’espace S, s’appelle le systéeme caractéristique de Q au
point P. En particulier, pour les formes de Pfaff sans zéros,
il existe un algorithme pour calculer la classe

clw, =25 < [do,]* # 0 et o, A [do,]* = 0(*)
clo,=2s+ 1< 0, A [do, #0 et [do,]"*! = 0.

(*) Remarque I. — Comme la forme o vérifie o, # 0,
les deux conditions [dw,]* # 0 et o, A [do,]’ =0 impli-
quent [dw,"t' = 0.

Pour une forme de Pfaff sans zéros, la situation la plus
agréable est celle ou la classe de  est une fonction cons-
tante; dans ce cas, le théoréme de Darboux donne un modéle
local pour o.

Ty day + -+ + Xy iy
) + + Tar—1 der'

dx, + x
1+z

ou
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Lorsque la classe de o n’est pas constante, elle est enca-
drée par ses extrémes sur M, :

la classe maximale (notée cl max o)
la classe minimale (notée cl min w).

Par définition :

cl max 0 = 2s <= [do*=z£0 et o A [do] =
clmaxw =2s + 1 <= o A [do]'z£0 et [dw]+?

|
o O

Ainsi:
clmaxow =1 <= o # 0, do =0

c’est-a-dire o est fermée.
clmaxow =2 <=0 # 0, doz=E0, o Ado =0,
c’est-a-dire © est complétement intégrable et non fermée.

clmaxow =3 <=0 #0, do=£0, o Ade=E0
et [do]? = 0.

La condition clmax ® < r est donc une généralisation de
la condition d’intégralité complete.

.
Par exemple, si o = Y fidg, on a clmax e < 2r;

en particulier une forme de Pfaff sans zéros du type:
o =fdg+ dh

est de classe maximale < 3.

Remarque 2. — L’égalité fo A [d(fo)] = "o A [do]
montre en particulier que la propriété pour une forme de
Pfaff d’étre de classe maximale 2s 4+ 1, exprime non seule-
ment une propriété globale de , mais encore une propriété
du champ de plans défini par . De fagon analogue :

clmnoe =2s <> o #0, ...,0 A [do]! # 0,
[do]* # 0 et o A [do] a des zéros.
clmno =2s+1<>0 #0, o A [do] #0
et [do]**! a des zéros.
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2. Expression globale d’une forme de Pfaff.

Localement, une forme de Pfaff s’écrit
o = Zazy, ..., 2, dz,.

On s’intéresse 1c1 & une expression globale de o du type
o = Zf;dg, ou le nombre de paires (f, g) est en général
plus grand que la dimension de la variété.

Prorosition. — Soit o une forme de Pfaff sur une variété
compacte C* (resp. C®). Alors o peut s’exprimer globalement
sous la forme :

N
"3:_2 fidg

ouw [, et g sont des fonctions différentiables globales C~
(resp. C®).

La démonstration de cette proposition utilise dans le cas
C* une partition de I'unité.

Dans le cas C®, la proposition est une simple conséquence
du fait suivant: Si M, est une sous-variété analytique réelle
de RY et F est un faisceau cohérent sur M,, alors

H*M,; F)=0 Vk > 1.
(H. Cartan, Bull. Soc. Math. France, 1957).

Remarque 3. — Dans les chapitres suivants, on va considé-
rer sur l’espace des p-formes extérieures la CO-topologie,
c’est-a-dire la topologie de la convergence compacte des sec-

p

tions du fibré /\ T*M.

Remarque 4. — La CO-stabilité du rang d’une application
et du signe du jacobien résulte du fait suivant:

Si f est une application différentiable: f: S*— 5" de
degré > 0, toute prolongation de [ a la boule B", a des

points dans B" de jacobien > 0.

Notation. — Pour des raisons de commodité, on notera
» =0 pour Izje # 0.
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3. Co-Stabilité des conditions dw =0 et w N\ dw=E0
(o forme de Pfaff).

La Co-stabihité de la condition dw = 0 est une conséquence
immédiate du théoréme de Stokes.

Pour la condition o A dw =0, la CO-stabilité repose sur
les deux remarques suivantes :

1) S1 o est une forme complétement intégrable dans R3,
transverse & une droite r, les courbes intégrales de « placées
sur tout cylindre assez petit, axé sur cette droite sont des
courbes fermées.

2) 81 © est une forme de Pfaff, non complétement inté-
grable dans R3, 1l existe une droite r, transverse a o,
telle que les courbes intégrales de la forme o, placés sur tout
cylindre assez petit, axé sur r, sont des courbes ouvertes.



CHAPITRE PREMIER

PHENOMENES DE Co-DENSITE

Dans ce chapitre sont étudiées des conditions C!-stables
qui ne sont pas (O-stables et sont exposés plusieurs phéno-
meénes de (O-densité.

1. Non stabilité des conditions:
[do]*=sE0, o A [do]*=E0, ... ete.

Prorosition 1.1. — On considére dans Uespace euclidien
R" le pavé H= {(zy, ..., 2) —¢c < x; < + ¢} et la forme
o =2, dxy + -+ + 2ypq day,(p = 2). Alors, pour tout = > 0

il existe une forme de Pfaff o, analytique sur un voisinage
de H telle que: '

a ool < <.
(1) [d(w 4 @) =0,
() o = o + w, s'écrit globalement f, dfy + dfs; les f,

étant des fonctions analytiques sur un voisinage de H.

Ce lemme se démontre par récurrence sur p.
1) © = 2, dxy + x5 dxy.
Soient h et k deux réels non nuls tels que
0 < <2hx; +h<e?;y —c<a <40

voir figure (1).

Posons :
Ty
h
Z2

.

ay(xy, ) = V/2hx, + k cos

ay (2, ) = V2ha, + k sin
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€2
//m
‘12
-C o YRS
Fic. 1.

La forme o, = a,(x;, z,) das + ay(xy, z,) dz, vérifie (i) et

da, A day = dz, A dz,. Alors
dlo 4+ oy) =d(a; — x5) A d(ay + x3).
Soit: fy=a, —x, et fy=ay,+ 23; ona
d(o + o) = dfy A df;.

Il existe donc f; telle que o + w, = f; df; + dfs sur H,
les f; étant analytiques au voisinage de H.

Si o =a, doy + - + Zppg ATy + X,y dz,, se réduit a
g dg. + dgs + ,,1 do,, on utilise les fonctions

al(pr—b x2p) et az(x2p—17 pr)
pour conclure comme précédemment.

Remarque 1. — Comme [do’]? =0, la non CO-stabilité
des conditions o A [do]2=E0, [de]?=£0 etc... est main-
tenant évidente.

2. Co-Densité des formes de Pfaff du type fdg + dh.

On étudie ici en utilisant les résultats précédents le probleme
de D’existence sur une variété compacte de formes sans zéros
de classe maximale > 3.

Remarquons d’abord que, étant donnée sur une variété
compacte M,, une forme de Pfaff sans zéros, de classe maxi-
male r, (r < n), il est évident qu’on peut par une C*-pertur-
bation aussi petite que ’on veut, obtenir une autre forme de
Pfaff sans zéros de classe maximale > r.

Cela réduit le probleme de trouver des formes de Pfaff sans
zéros d’une certaine classe maximale a celur de trouver des
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formes de Pfaff sans zéros de classe maximale le plus petit
possible.

On connait 'existence de formes de Pfaff sans zéros de classe
maximale le plus petit possible dans les cas suivants:

1) Sur S', toute forme de Pfaff analytique sans zéros est
de classe maximale 1.

Remarquons que si o = 2, dv, — 2, dz;, la forme i*(w)
est du type fdg + dh.

2) Sur S+ ] n’y a pas de formes sans zéros de classe
maximale 1.

3) Sur S+ 3] y a des formes de Pfaff C», sans zéros
de classe maximale deux, qui d’aprés (2) est la classe maxi-
male la plus petite possible pour une forme de Pfaff sans
zéros [14].

4) Sur S*+Yp > 1), il n’y a pas des formes de Pfaff sans
zéros analytiques sans singularités de classe maximale égale
a deux [4].

5) Sur S?+! il y a des formes  analytiques telles que

cl meo =3 [5].

Prorosition 2.1. — Soit M, wune variété compacte C~
(resp. C®) avec caractéristique d’Euler-Poincaré y(M,) = 0.
Etant donnée une forme de Pfaff « sans zéros sur M,, C*
(resp. C®) dans tout CO-poisinage de o, il existe une 1-forme
o' sans zéros C” (resp. C®) qui peut s’écrire globalement
sous la forme:

o = fdg + dh
ou f,g et h sont des fonctions C* (resp. C®) sur la variété

n*

CororrAIre 1. — Etant donnée une forme de Pfaff sans zéros
sur une variété compacte M, et deux nombres réels e > 0,
1 >0, tl y a une forme de Pfaff sans zéros du type

fdg + dh

qui vérifie :
1) lo — (fdg + dh)| < «.
2) f*+ g% < 0 partout.
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Pour le démontrer, il suffit de constater que la forme
w = x]_ dmz + d.’B3

peut s’écrire sur un pavé de R® sous la forme a, da, + df;
avec a} + a3 < ¢ sur le pavé et ensuite faire ’application :

e: M, - R% o, =f

I

xz -
$3 - h.
CoroLLAIRE 2. — Sur toute variété compacte C* (resp. Cv)

telle que x(M,) =0 il y a des formes de Pfaff sans zéros C~
(resp. C®) de classe maximale égale a trois.

En effet, étant donnée une forme de Pfaff sans zéros, non
complétement intégrable sur M,, la proposition ci-dessus,
permet de la perturber en une forme de Pfaff «’ sans zéros
du type fdg+ dh. On a donc [dw']? =0 et d’apreés le
chapitre 1, o' A do’=E0.

En particulier donc, les formes de classe maximale égale a
trois sont denses dans I’espace des formes de Pfaff sans zéros
muni de la CO-topologie.

Remarque 2. — On sait que toute forme de Pfaff sans zéros
2n
peut s’écrire globalement sous la forme o = Y f;dg.

i=1
Il est alors naturel de chercher des formes de Pfaff sans
zéros, exprimables globalement avec le nombre minimum
de termes du type f;dg;.
Si x(M,) =0, on peut donc définir un nombre A(M,)
égal au plus petit entier r tel qu’il existe r-couples de fone-

.
tions (f;, g) avec Y fidg, sans zéros sur M,. On a claire-

i=1
ment, si M, est compacte, A(M,) > 2 et s1 M, et M,
sont difféomorphes, A(M,) = A(M,).
La Proposition 2.1 implique A(M,) = 2 pour toute variété
compacte.

Démonstration de la proposition. — Soit « une forme
de Pfaff sans zéros sur M,. Elle s’écrit :

on
0 = 2‘ fidgi
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Soit ¢ lPapplication différentiable de M, dans R* définie
par
. M, —> Ré» oy, =f 1=1,2,...,2n
Yo b = &
Alors ¢*(Zz; dy,) = o.

M, étant compacte, son image par ¢ est contenue dans
un pavé [—c¢, +c]*»=H. D’aprés la Proposition 1.1,
il y a une forme de Pfaff «©, dans H telle que:

a) |lwo] < & (ou ¢ est un réel > 0 arbitraire),

b) [d(Za, dy, + o))t = 0, |

¢) Iz, dy; + oo = fidfs + dfs, ou fi, fs, fs sont des fonc-

tions analytiques sur
Pour ¢ assez petit, ¢*(w,) + © est sans zéros sur M,
et la forme

o = ¥ dy; + 0o) = $*(fy) d*(fa) + dY*(fs)

vérifie les propriétés voulues.

CororLaire 3. — Soit M,,,; une variété compacte de

dimension 2n + 1. L’ensemble des formes de Pfaff vérifiant 1)
o A [do]'5£0;5 2) [, A [de]' =0 est Co-dense.
En effet, en considérant la forme fdg -+ dh sans zéros,

il est facile d’ajouter des termes C~-petits du type f;dg
de facon que:

af Ndg N dh Adfy Ndgy A o Adfey A dges SEO.
Les propriétés 1) et 2) en résultent.
Remarque 3. — Soit M; une variété de dimension trois et
v, @ A do = 0.

Il est évident que par une petite C*-perturbation de w,
on peut obtenir une forme de Pfaff ' telle que

j;dsm’ A do' # 0.

Le corollaire précédent, en donne une sorte de réciproque
en CO-topologie. Si « est une forme de Pfaff telle que:

sto) Ado #0

soit o une forme de Pfaff sur M; telle que
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il existe o’ aussi prés que 'on veut de o au sens CO telle
que:

ﬁwa“’, A do' =0 avec o A do' =EO.

CoroLLAIRE 4. — L’ensemble des formes de contact sur une
variété compact de dimension 2n + 1, n’est pas CO-ouvert.
(11 est évident que cet ensemble est ouvert pour la C,-topologie.)

CororrAtre 5. — Etant donné un systéme de Pfaff de rang
deuz, défini globalement par deux formes de Pfaff indépendantes,
on peut par une CO-perturbation obtenir un systéme de rang deux
et de classe maximale < 6.

Remarque 4. — On a vu en [1] que si une forme de Pfaff o
vérifie o A do =0, toute CO-déformation o' de « aussi
o A do' ZE0.

La Proposition 2.1 montre que s1 « est sans zéros et vérifie,
par exemple © A [dw]?2=£0, alors o peut s’approcher en
Co-topologie par o’ telle que [do’']? = 0.

Il se pourrait que la condition © A [de]?2==0 soit Co-
stable, si ’on se restreint aux formes o', CO-voisines de o

telles que [dw']?=£0. Ce n’est pas le cas. En effet, soit o
une forme de Pfaff telle que:

o A [do]2=E0.
Soit ' proche au sens C° de o du type:
o = fdg + dh.
Considérons la forme :

o" = fdg + dh + <h dg'.

Ainsi
[do"2=2edf Ndg ANdh N dg et o A [do"] =0.
Alors, il suffit de choisir g’ de fagon que:
df A dg N dh A dg =£0.

pour avoir un contre-exemple.



262 FERNANDO VARELA

Remarque 5. — Le probleme d’abaissement de la classe
maximale d’une forme de Pfaff & trois est équivalent & consi-
dérer sur la variété, I’équation :

[do] + 2do A dog + [dwg]2 = 0 (1)

ou l'inconnue est la forme de Pfaff «,.

Les théorémes précédents montrent que l’équation (1) a
des solutions w, globales sur la variété, si petites comme ’on
veut au sens de la CO-topologie.

C’est un fait curieux que si I'on considére ’équation

(14 22)[do]? 4+ 2do A doy + [deg]> =0 avee A #0 (2)

avec o une forme de Pfaff donnée sur la variété telle que
[do]*=£0 et w, 1nconnue, il y a en général, aucune solution

1

a I’équation (2). Cette affirmation repose sur la

Prorosition 3.1. — Il n’y a pas un 2-forme v telle que
périfie :

"12:“[91/\32+33/\34+35/\ee]23

e; base de Uespace vectoriel RS.

Remarque 6. — 11 est évident, que par contre, en dimension 4,
la forme — [e; A e, + €5 A €,]* est un carré.
Démonstration. — L’expression précédente peut s’écrire

sous la forme :

[7)"’:(31/\32""33{\34‘*‘35/\36)}
ANln+ileg Nes+e3 ANeg+e5 Aeg)] =0 (x).

Il est clair que sl existe une 2-forme % vérifiant (*), elle doit
étre de rang six. '
Posons

I

7)1:7)—12@1A32+93Ae4+e5A66)
Ne 7)“5“(31/\32“!'93/\344"35/\66)-

Supposons que 7, et 7w, soient de rang 4, alors:

=
—w
II

0
0

S
D
Il
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c’est-a-dire

I

")3_3i7)2/\[61 A62+33Ae4+35A36]

—3n Ales ANex+e3 Neyg+es N egl2=0
g =0+ 3in® A ey A e+ es Aeg+ e A eg)
_37]A[31A32+63Ae4+es/\es]320

29 — 60 A feg Neg+ e ANeg+es Aeg)P=0
et d’apres (*)
81 = 0=~ 7 est derang 4, en contradiction.

Ainsi, dans 'expression (*), ou bien v;, ou bien 7, est de
rang six. D’aprés un théoréme de Lepage, ou 7%, =0 ou
1y = 0, c’est-a-dire, les seules solutions de 1’équation (*)
sont

h = i(el_/\ e+ es N e+ e5 A )
My = — ey N\ ea + eg N\ g+ es A eg).
Remarque 7. — Si o est une forme de Pfaff sans zéros sur

une variété compacte qui vérifie
o A [do]P=E0 et o A [do]tt =0

on dit [9] que o définit sur M, une L,-structure. Ainsi,
donner sur M, une Lgy-structure est équivalent & donner une
1-forme sans zéros complétement intégrable.

Les résultats de ce chapitre permettent de construire des
L,-structures pour tout p > 0, sur toute variété compacte
avec caractéristique d’Euler-Poincaré égale a zéro.

Soit ® une L, -structure sur M, et soit X un champ de
vecteurs tel que X|o = 1. On a

[do]ftt=(p+1).0 A [do]" A X]| do.

Posons A = (p + 1)X] do.

On montre [11] que la forme A A [dA]?P*! est fermée et
que la classe de cohomologie, seulement dépend du champ
de plans défim par o.

Cette classe de cohomologie I est donc un invariant de
la L,-structure défini par o.
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Il est facile de voir que si une forme de Pfaff sans zéros
s’écrit globalement sous la forme:

© = fy dfy + fs dfy

P'invariant [ est zéro.
En effet, dans ce cas, on a:

[do* = dfy A dfs A dfs A dfs
= (hdfs + fsdfs) A (dfy A dfy +dfs A dfy) A

Ainsi:

d d 9
7\=—~f1—]]‘0.211——::——_~;3§—ﬁ’ dot dr=0 e I=0.

Des théorémes précédents, on déduit que:

L’ensemble des formes de Pfaff sans zéros avec invariant
nul est CO-dense.

Remarquons qu’une forme sans zéros, peut avoir un inva-
riant nul et ne pas étre de la forme f, df; + f; df;.

Par exemple, une forme de classe constante trois sur S% X St
obtenue & partir d’une forme de contact sur S3.

Remarque 8. — De la proposition précédente, se déduit
que 'invariant [ ne fait pas de différence entre les formes
de Pfaff sans zéros qui s’expriment globalement sous la forme :

o =fdfy + f; dfs.

Ainsi, pour la classification des formes de Pfaff qui s’expri-
ment sous la forme f df, + f; df;, 1l faut avoir des invariants
plus fins. L’exemple suivant, montre I’existence de formes
de Pfaff qui s’expriment sous la forme fdg + dh et ne sont
pas équivalents par difféomorphisme.

On considére sur le tore T3 la forme d6,. Ell est bien du
type fdg + dh.

Soit « une forme de Pfaff non fermée sur T? et soit o'
une COo-approximation de o du type fdg -+ dh.

D’apreés 3 - chapitre — 0 —, o’ n’est pas fermée et alors
n’est pas équivalente a d0,.



CHAPITRE 1I

COMPORTEMENT DE LA CLASSE MINIMALE
D’UNE FORME DE PFAFF,
PAR Ceo-PERTURBATIONS, EN DIMENSION TROIS

Dans ce chapitre, on expose un résultat relatif au comporte-
ment par CO-perturbations de la classe minimale d’une forme
de Pfaff sans zéros sur une variété compacte de dimension
trois.

1. — Soit o une forme de Pfaff sans zéros sur une variété
compacte M,,,;, sur laquelle il y a des formes de contact
et soit Q une fome de volume. Supposons que I’ensemble
ouvert S = {x € M,,44|o, A [do,]" # 0} ait au moins deux
composantes connexes S, et S, telles que:

a) Pour tout z€8S,, la (2n 4 1)-forme o, A [do,]"
définisse la méme orientation que Q,.

b) Pour tout ze€S,, la (2n 4 1)-forme o, A [do,]"

définisse I'orientation opposée a celle de Q.

Remarque 1. — D’aprés les théorémes du chapitre 1, ’ensem-
ble des formes de Pfaff sans zéros, pour lesquelles ’ensemble S
vérifie cette propriété est CO-dense.

Il est évident qu’a partir d’une telle forme de Pfaff, on ne
peut pas obtenir une forme de contact par perturbations
Cl-petites. Il est alors naturel de chercher s1 dans tout Co-voi-
sinage d’une telle forme de Pfaff il y a une forme de contact.

2. — L’étude de ce probleme pose la question suivante :

Soit ® une forme de contact sur un compact de R2"+.
Existe-t-1l ' aussi voisine que ’on veut de o, au sens CO
et vérifiant :

o A [do']"=— 2o A [do]

ou i est une fonction sans zéros partout?
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Il est évident qu’une réponse négative a cette question impli-
que, en particulier, I'existence d’un CO-voisinage de o, sans
formes de contact. En fait, on montre que si n > 2, il y a des
formes de contact « telles que dans tout CO-voisinage il y a
des formes de Pfaff o’ vérifiant:

o' A [do']"= — Mo A [de].

Par contre, st n =1, la réponse a la question ci-dessus est
négative.

Prorosition 1.2. — On considére dans R**' le pavé
H= {(z, ...,2,)] —¢ < < 4+ ¢ ¢ nombre réel donné} et la
forme de contact

0 =2 dTy + -+ + Tayy ATy, + dTp,iq; 0 = 2.

Alors, dans tout CO-voisinage de o, il existe une forme de

contact o', définte sur H et vérifiant:

a) o' est analytique sur H;
b) o' A [do']* = — 2o A [de]"; A nombre réel donné.

Il suffit de prendre :
o =z dry, + -0+ XTypq AT, + ATy,

-+ al(xZn—B’ x2n—2) dxy, 1 + a2<x2n—37 x2n—2) da,,

ou a, et a, sont des fonctions analytiques sur H, véri-
fiant :

a) ai + af < ¢;
b) da1 /\ daz - )\2 dxzn_:; /\ dxz,l._g.
Remarque 2. — L’égalité (b) peut étre satisfaite pour un

choix, de fonctions a, et a, petites ou sans (C° analogue
a celu du chapitre 1.

On a:
[do'I"=n!(1—a¥)dzx; A --- A da,,
et alors
o A [do']"=n!{1— 1o A [do].
C.Q.F.D.
Remarque 3. — Dans la construction du contre-exemple

ci-dessus, on a utilisé la propriété suivante.
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Etant donné la forme de Pfaff,
o =2, dxy + -+ + Zgpq dgy; 0 > 2

sur le pavé de R2?" 1l existe une forme de Pfaff «' aussi
proche que I'on veut de , au sens CO, et telle que

[do' " = — A[dw]"

Le théoréeme de Stokes montre que ’hypothése n > 2
est essentielle; ainsi, étant donné la forme de Pfaff © = z; dx,
sur un pavé de R2, on ne peut pas avoir o' proche C°
de o et vérifiant:

do' = — A do avec A # 0.
Remarque 4. — On a montré (voir chapitre 1) qu’en général
I’équation :
[do 4+ dog]? = — 22[do]2 2 #0

n’a pas des solutions méme ponctuellement.
D’ailleurs, la Proposition 1.2, montre que par exemple
la forme de Pfaff o = z; doy, + 23 doy + x5 dvg + dz, peut

s’approcher C° — par o' telle que
[do']P = — 22 [do? (1).

Ceci montre qu’il est essentiel de prendre dans (1) ’exposant
égal trois.

Cororraire 1. — L’ensemble des formes de contact qui
définissent la méme orientation sur un pavé de R2"*' n’est pas
CGo-ouvert pour n > 2.

Pour n =1, nous avons en particulier la

Prorosition 2.2. — Si o est une forme de contact sur une
variété de dimension trois, toute forme de contact suffisamment
voisine de « au sens de la CO-topologie, définit la méme orien-
tation que celle de o.

Remarque 5. — On sait cependant [6] qu’en dimension trois,
toute forme de Pfaff sans zéros est homotope comme forme
sans zéros a une forme de contact d’orientation arbitraire.
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La proposition antérieure montre que cette homotopie ne

peut pas étre CO-petite. La Proposition 2.2 est une conséquence
de la

Prorosition 3.2. — On considére dans le cube 13 de RS2,
la forme de contact o = zdy + dz. Alors si o' est aussi de
contact et suffisamment CO-poisine de «, on a:

o ANdo' =fdx Ndy \Ndz avec [ > 0.
Remarque 6. — On peut supposer
o =a,dz+ (z + a,) dy + dz
ou a, et a, sont « petits ».

Remarque 7. — Soit o une forme de Pfaff, et soient X,
Y, Z des champs de vecteurs globaux et indépendants tels

que o(X)=0(Y) =0, o(Z) =1. Alors on a

o Ado(X,Y,Z)=— o([X, Y]).
51 on applique cette remarque a la forme o’ et aux champs
de vecteurs

X=2d —a?d, Y:by_<x+a‘2)a:, 7 =05,
On obtient :
o' A dw/(X7 Y,Z) = — fb:

ou f est donnée par [X, Y] =/[2..

Remarque 8. — Soient ¢, et ¢, les groupes a un parameétre
engendrés respectivement par 9,, 9, —xd,. On a alors
pour t =1

Y10 P o big 0 944(0,0,0) = (0,0, —1).

La Proposition 3.2 résulte maintenant du

Lemme. — Sotent X =09,+f,9, et Y =20, + g 0, des
champs de vecteurs complets dans Uespace R® et sotent ¢, et
y, les groupes a un paramétre engendrés par X et Y respec-
tivement.

Alors la condition [X,Y]=/[fd, avec f >0 implique,
que pour tout t > 0, 6(0) = ¢_, 0 9_, 0,0 9,(0,0,0) = re
avec x > 0.
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Remarque 9. — Soient g et g les fonctions a valeurs
réelles définies sur le carré 0 < ¢, ¢ <1 par:

g(t, t') = ¢, 0 9,0, 0, 0).e;
g'(t, tl) =¢_4o (P—t(Pl)-e:i ou P, = ¢, <P+1(0, 0, O)

et solent a, b, ¢ les nombres :

/

a = min g(¢, t')
b = max g'(¢, ¢
—c¢c<abs< +C.

Soit H le compact
H={(z,y,2) e R*0 < 2,y < 1: |z] < C}.
De I'hypothése [X, Y] = fd, avec f > 0, on déduit qu’il

existe un nombre rationnel h suffisamment petit, tel que
pour tout point P e H, on ait:

owW(P) — P =4¢_ho0_ 0,0 (P)=2e avec A > 0.

Démonstration du Lemme. — 1l suffit de le montrer pour
t=1.

Soit K un entier tel que Kh =1 et considérons le point
oxx(0). Nous procédons par induction sur K. Pour K =1,
le résultat est trivial. Pour K = 2, la proposition signifiée
654(0) — (0) = A.e5 avec h > 0. Pour le montrer, nous effec-
tuons la construction suivante :

Soit Py = ¢, 0 ¢4(0); d’aprés le choix de k&, le point
Py=10_nodnop,od_y(Py) est tel que P, — Py = Ne
avec Ay > 0; comme les courbes intégrales du champ X
qui passent par P; et P, sont dans un méme plan vertical,
le point Py = {_, 0 9_,(P,) vérifie P; — 0,(0) = Ne5 avec
A, > 0. Ainsi, on a:

Py — (0) = (Py — 04(0)) + (o4(0) — (0)) = (A + Aa)es.
Le méme raisonnement permet de voir que le point:
Pr=dnod nooroo odyop,op,ody(Ps)
vérifie (voir figure):

P4 - P3 —_ )\4.83 avec )\4 > 0
13
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d’ou Py — (0) = (P, — Py) + (P, — (0)) = (A + 2 + Aes.

Les relations antérieures montrent que P, = o41(0).

z

4 ’
¥ 1
/] h” !
x /7 !
I, I/ y
[N AU
h h

On obtient le Lemme en appliquant la construction anté-
rieure au point o6x_1y,(0).
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