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LE PROBLEME DE DIRICHLET POUR LES
ÉQUATIONS ELLIPTIQUES DU SECOND ORDRE

À COEFFICIENTS DISCONTINUS (1)
par Guido STAMPACCHIA

On se donne un opérateur elliptique du second ordre à structure
de divergence

(0.1) Lu = -(a^

où les coefficients a^(a^ = a^) sont des fonctions mesurables et
bornées dans un ouvert borné Q de R", qui satisfont à la condition
d'ellipticité suivante :

(0.2) v-^^a^^v^2', \^=^

v étant une constante ^ 1. Les symboles de sommation sont tou-
jours sous-entendus.

L'opérateur L coïncide avec l'opérateur de Laplace si v = 1. Le
but de la théorie est l'étude des généralisations aux opérateurs L
des problèmes qui se posent pour les fonctions harmoniques ou
sous-harmoniques dans la théorie du potentiel.

On va considérer le problème de Dirichlet. Grâce à la théorie
variationnelle des problèmes aux limites pour les équations du type
elliptique, développée d'une façon très générale au cours de ces
dernières années, on peut résoudre, dans un sens faible, le problème
de Dirichlet, quel que soit l'ouvert borné iï.

Soit 80. la frontière de Q et Q sa fermeture. Soit H^Q) le complété
de l'espace des fonctions continûment dérivables dans Q par rapport
à la norme

n
Hm(ti) = ML^SÏ) + E IKIî n),

(') Travail subventionné en partie par U.S. Air Force Office (Grant AF EOAR 65-42)
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et soit H^(0) l'adhérence dans H^Q) des fonctions de ^(iï), indéfini-
ment dérivables à support compact dans Q.

Le problème de Dirichlet, dans la théorie variationnelle, a la forme
suivante :

On se donne une fonction h de H^Q) et l'on cherche une fonction
de H^Q) (solution faible) telle que:

f a^^dx=Q V^eW),
Jo

de façon que u — h e H^(Q).
Soit u une distribution qui appartient à Hi^(O) (i.e., la restriction

de u à chaque ouvert iï' relativement compact de Q appartient à
H^Q')). On dit que u e H^Q^e H^O)] est une sous-solution [locale]
par rapport à l'opérateur L si, quelle que soit ^e ̂ (^ positive
dans Q, on a f*

^x^xj dx ^ 0.
Jn

u e H^Q^e H^Q)] est une sur-solution [locale] si —u est une sous-
solution [locale]. Si u est, en même temps, une sous-solution locale
et une sur-solution locale, on dit que u est une solution locale de
l'équation Lu == 0.

Grâce à un théorème de De Giorgi [3], une solution locale de
Lu = 0 est une fonction continue dans il

Soit maintenant h définie sur SQ. et continue [h e C°(3Q)]. Il existe
une application u = B(^î) qui à chaque h e C°(<9Q) fait correspondre
une solution locale (et donc continue dans Î2) qui satisfait aux con-
ditions suivantes

i) Principe du maximum, c'est-à-dire :

min h ^ min B(h) ^ max B(h) ^ max h.
ÔSÎ îî î2 BQ

ii) Si h peut être prolongée sur iï à une fonction de H^Q) (il
suffit, en fait, de C^Q)), alors la solution locale correspondante
coïncide avec la solution donnée par la méthode variationnelle.

L'application B(h) résout le problème de Dirichlet au sens de la
théorie du potentiel.

On dit qu'un point ye8Q. est régulier par rapport à l'opérateur
L si l'on a:

limB(/î)(x) = h(y)
x-^y

quelle que soit la fonction h continue sur 50.
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On démontre qu'un point ye8Q. est régulier par rapport à
l'opérateur L si et seulement si y est régulier par rapport à l'opérateur
de Laplace.

Ce résultat a été démontré dans un article paru en 1963 par
W. Littman, G. Stampacchia et H. Weinberger [8].

Dans cet article, en considérant la régularité fine des solutions
faibles d'un problème aux limites des équations elliptiques du second
ordre, on a été conduit à étudier plusieurs problèmes de la théorie
du potentiel.

On a, par exemple, démontré qu'il existe une fonction de Green
g(x, y) pour le problème de Dirichlet relatif à l'opérateur L. La
fonction de Green a une singularité polaire, au point y = x, d'ordre
n — 2 (n > 2) comme dans le cas de l'opérateur de Laplace.

Les potentiels

jg(x, y) d)i(y\

^ étant une fonction d'ensemble, à variation bornée, se présentent
comme des solutions faibles (d'une manière à préciser), nulles sur
30, du problème de Dirichlet pour l'équation :

Lu = p..
Il se présente, d'une façon très naturelle, le problème de généraliser

ces résultats à un opérateur elliptique du second ordre du type

(0.3) Lu = -(a,,u,, + djU)^ + (&,^, + eu).
Les coefficients satisfont aux hypothèses suivantes

(0.4) v|^|2 < a,,(x)^,, v > 0 , ^eR",

|a,,(x)| ^M, b^eL^O),

d,(x) e L^Q), c(x) e L^^O)
(0.5)

où fi et a sont des nombres positifs ou nuls, mais dans quelques théo-
rèmes un ou tous les deux doivent être positifs.

On peut considérer, dans ces hypothèses, comme auparavant, les
solutions dans H^îî), les solutions locales, les sous-solutions et les
sur-solutions.

(Ces définitions sont précisées dans le paragraphe 1).
Mais dans cette généralisation, des difficultés nouvelles surgissent

parce que la forme bilinéaire associée à l'opérateur (0.3) est coercitive
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seulement si les normes des coefficients b^ d^, c sont petites, (en
particulier si la mesure de Q est petite).

Pour étudier le cas général il faut utiliser aussi la théorie de Riesz-
Fredholm.

Dans le paragraphe 3 on démontre le
Principe du maximum. Soit L l'opérateur (0.3) satisfaisant aux con-

ditions (0.4) (0.5) {avec s = a = 0) et tel, en plus, que l'on ait, au sens
des distributions,

c - ( ^L , ^Co>0 .

Alors une sous-solution [resp. une sur-solution} vérifie l'inégalité
suivante

max u < max(max u, 0)
n ôsî

[resp. min u ^ min(min u, 0)],
n BÎI»

CQ pouvant être aussi nul si les normes des coefficients b^, d^, c dans
(0-5) sont petites (ou si la mesure de Q est petite}.

Dans le même paragraphe 3 on introduit la notion de capacité d'un
ensemble par rapport à une forme bilinéaire et coercitive qui n'est
pas nécessairement symétrique.

Dans le paragraphe 4 on revient sur des inégalités « a priori » pour
les normes dans 1 (̂0) (2 ^ p < +00) des solutions du problème de
Dirichlet pour l'équation Lu = T qui ont été démontrées ailleurs
par Stampacchia [14], [16], [17] et par Miranda [9] en donnant quel-
ques précisions nouvelles.

Dans le paragraphe 5 on démontre des majorations locales des
solutions (ou sous-solutions) des équations soit à l'intérieur, soit
au bord de Q. Ces majorations sont démontrées avec l'hypothèse
(0.5) où £ = a = 0 si l'on a c — (d^)^ ^ 0 et où s = 0, a > 0 autre-
ment.

Dans le paragraphe 7 on démontre la continuité hôlderienne des
solutions soit à l'intérieur, soit au bord de Q en supposant que
dans (0.5) on a s = 0, a > 0. On généralise ainsi le théorème de
De Giorgi [3] et d'autres—de Morrey [10], de Stampacchia [15] et
de Ladyzenskaja-Uralt'seva [7].

Dans les mêmes hypothèses on démontre dans le paragraphe 8
l'inégalité de Harnack pour les solutions positives en généralisant
le théorème de Moser [11],
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Dans le paragraphe 9 on démontre qu'il existe une fonction de
Green g(x, y) pour le problème de Dirichlet relatif à l'opérateur L. La
fonction de Green est positive si c — (rf^)^, ^ CQ > 0 et elle a une
singularité polaire au point x = y d'ordre n — 2{n > 2) comme dans
le cas de l'opérateur de Laplace. On peut aussi introduire les poten-

jg(x, y) d^(y)
p. étant une fonction d'ensemble, à variation bornée.

Ici les techniques sont les mêmes que celles qui sont utilisées dans
l'article de W. Littman, G. Stampacchia et H. F. Weinberger avec la
seule différence que l'on utilise la notion de capacité généralisée
auparavant.

En suivant alors la méthode de l'article précité on peut résoudre
le problème de Dirichlet, au sens de la théorie du potentiel, aussi
pour l'opérateur général (0.3) et on arrive encore à la conclusion
qu'un point y e 80. est régulier par rapport à l'opérateur (0.3) si et
seulement si y est régulier par rapport à l'opérateur de Laplace.

Plusieurs démonstrations sont données ici avec beaucoup de
détails. J'ai utilisé un exposé fait l'année passée au Collège de
France [21].

Il faut dire que dans les majorations du texte on indique souvent
par la même lettre des constantes différentes.

Après la rédaction de cet article j'ai reçu une copie d'un article (à
paraître) de Mme R. M. Hervé [4'] où elle a démontré que les
solutions locales de Lu = 0 où L est donné par (0.1) constituent
un système de fonctions harmoniques satisfaisant à Faxiomatique de
M. Brelot.

On peut alors résoudre le problème de Dirichlet par la méthode
de Perron-Wiener-Brelot. La solution ainsi obtenue coïncide avec
celle construite dans l'article de LitCman, Stampacchia et Wein-
berger.

Le même problème pourrait se poser a propos du présent article.
Je dois dire que, en même temps, j'ai reçu une copie d'un article

[13'] par James Serrin, faisant suite à un travail qui vient de
paraître sur l'allure locale des solutions d'équations quasi-
linéaires [13].

Dans l'article à paraître [13'] l'équation (0.3) est considérée
comme cas particulier des équations quasi-linéaires envisagées.

Dans ce cas, quelques résultats du présent article sont communs
avec ceux de Serrin.
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1. Quelques définitions.

a) On considérera toujours des fonctions à valeurs réelles et
les espaces de Banach considérés seront toujours des espaces de
Banach réels.

Q est un ouvert borné de R" de frontière 30 et de fermeture Q.
^(Q) est l'espace des fonctions indéfiniment dérivables à support

compact dans Q, avec la topologie usuelle.
C°(Q) est l'espace (de Banach) des fonctions continues dans Q,

norme par

M|c°(n) == max H-

C^(Ù) est l'espace (de Banach) des fonctions qui satisfont à une
condition d'Hôlder d'exposant a, 0 < a ^ 1, avec la norme

MC^)= max|u| + [u}^
Q

OU

r i 1^') - ̂ )|[u]^= sup_l \ ) _ v ; l .

C\Cï) est l'espace (de Banach) des fonctions continues dans Ù
ainsi que ses dérivées partielles d'ordre ^ k.

C^(fi) est l'espace des fonctions de C^Q) à support compact dans Q.
L^Q) est l'espace des fonctions de puissance p1^ sommables

sur n. On pose :

H^Q)^ ^ 1) est l'espace (de Banach) complété de C^pourla
topologie induite par la norme :

n

IHHi.p(n) == MLPW + Z I^HLP(ÎÎ);
1=1

Hà'^Q) est l'adhérence de C^(Q) dans H^^Q). Les deux normes
n

^ ^Xi^LPW = 11^11^.^(0) ^ II^IlH^^O)
i = l

sont équivalentes.
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H^Q) est un espace de Banach séparable et réflexif dont le dual

îî~l'Pf(0)( - + - = n est isomorphe à l'espace des distributions qui
\P P ' )

sont dérivées premières de fonctions dans L^Q).
îî^{0) est l'espace des distributions sur 0 telles que pour chaque

ouvert 0' avec Q' <= Q, la restriction de M à 0':u/0\ appartient à
H^O').

Si p = 2 on écrit aussi H^O) (resp. Hà(0), Hi^(Q), HT^Q)) au
lieu de H^Q) (resp. H^(n), H^(0), H-^Q)).

DÉFINITION 1.1.—Soit E un sous-ensemble de Q; on A'ra gué
MeH^Q) satisfait à l'inégalité u ^ 0 si<r E an sens de H^Q) s'i7
existe une suite (de Cauchy) {u^} de C^Û) qui converge vers u dans
H^O) et telle que u^^O sur E.

En général, cette définition ne coïncide pas avec la notion de
fonction positive presque-partout (p.p). Si toutefois, E est p. ex.,
une boule contenue dans Q, alors, par régularisation, «positive p.p..
sur E » entraîne « positive au sens de H^Q) sur E ».

Evidemment pour k e R, on dira que u ^ k sur E au sens de
H^Q) si u - k ^ 0 sur E au sens de H^Q), et on dira u ^ k sur E
au sens de H^O) si —u^- —k sur E au sens de H^Q); on dira
aussi que u = k sur E au sens de H^Q) si à la fois u ^ k et u < k
sur E au sens de H^Q).

On aura besoin du lemme suivant.

LEMME 1.1.—Si ueîî^ÇQ) et si t -> G(t) est une fonction uni-
formément lipschitzienne (c.à.d.: |G(Q - G(r)| ^ K|r' - r"|) définie
pour t e R, telle que G(0) = 0, alors G(u) e H(^(Q) et

[G(u}]^ == G'(u)i^.
La démonstration du lemme se trouve, p. ex., dans [21].

DÉFINITION 1.2.—On dira que une fonction u(x)e H^Q) est
bornée sur 80, par <I>(e R) 51 u ^ 0 sur 80. au sens de H^Q). Le plus
petit des nombres 0 tels que u ^ î> sur 3f2 au sens de H^^Q) sera le
maximum de u sur 80. au sens de H^Q).

REMARQUE 1.1.—Soit ueH1'^) avec \u\ ^ d sur 80 au sens de
H^Q); si G(t) est une fonction uniformément lipschitzienne définie
pour t e R telle que G{t} = 0 pour \t\ ^ d, alors la conclusion du lemme
1.1 est encore vraie.
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Si u{x) e 1 (̂0) et k est un nombre réel, on définit les fonctions
tronquées

{u}1'=[u si u{x)^k
l k si M(x) ^ fe.

{^^ si u ( x ) ^ f e
^ k si u(x) ^ k.

On a évidemment {u^ = min(u, k\ {u}^ = max(u, k) et donc,
grâce au lemme 1.1, on a

LEMME 1.2.—i) Si ueH^(Q) ^ k ^ 0 alors {i^e H^(n). ii) Sf
MeH^^Q) ^ M ^ 0 sur 50 OM 5^5 ̂  H^O), ators, pour /c ^ 0,
{u}^ - u appartient à H^Q).

Dans la suite on indiquera par p ' et p* les nombres définis resp. par

A ^ i - 1 . p > ip p1 1 1 ,—* = ~ ~ — ' 1 ^ P < n.p* p n '
On utilisera les lemmes bien connus

LEMME 1.3.— Si u e Hâ•p(Q)(l ^ p < n) alors u e LP*(Û) et
n

MLP-W < S ^ |^HLP(O)

où S n^ dépend pas de Q, mats seulement de p et n. Pour la démonstra-
tion voir [4], [12].

LEMME 1.4.—Si ueH^nKI <p <n) et Q ^ris/art a la con-
dition de cône (voir[l]) alors ueL^ÇSï) et il existe une constante C
telle que. Von ait

f n 1
||L^(î2)^C^||M|[LP(n) + ^ |MLP(f2)^

C 1=1 J
b) Considérons l'opérateur différentiel (2)
(1.1) Lu = -(a,^. + d^ + (b,u^ + eu)

où a^ sont fonctions à valeurs réelles, mesurables et bornées dans Q.
On suppose L uniformément elliptique, c.à.d. il existe une constante
v ^ 0, telle que

(1.2) v\^^a,i(x)^ (xetUeR").
(2) Les sommes seront toujours sous-entendues.
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On suppose que
( |a,,(x)| ^ M,

(1.3) ^.(xU-MeIAQ), ( f = 2 , . . . , n )
( c(x)eLn/2(SÏ).

On pose
F

(1.4) a(u, v) = {(û^. + djU)v^ + (b^ + cu)v} dx
Jsî

et l'on démontre
LEMME 1.5.—i) a(u, v) est une forme bilinéaire dans

Hà(Q) x Hà(Q).
ii) Si Q satisfait la condition de cône, alors a{u, v) est une forme
bilinéaire sur H^Q) x H^Q).

Démonstration. — Ï ) En effet, en utilisant le lemme 1.3 on a

a^v^dx < M||U||H^)HF||H^).
Jn
| djUV^dx ^ |^||L"(n)||^||L2^)[|^||H4(Q)
Jo

^ S||^||L^||M|Hè(îî)||^||HA(îî).

| b^vdx ^S||fc,|L-(n)||M||HÀ(Q)ll^l|HÀ(n).
Jn

1 f cuvdx ^ \\c\\^2^\\u\^\\v\^
1 Jsi

^ S2||c||Ln/2(0)|M|HA(Q)||^||HA(n)•

Donc il existe une constante K telle que,

(1.5) \a(u, v)\ ^ K ||M||H^)||y| HA(O). Vu, re Hâ(Q).

ii) Puisque Q satisfait à la condition de cône, on peut utiliser le
lemme 1.4 et l'on a, d'une manière analogue:

|a(u,r)| ^ K| |U| |HI(Q)^HHI(Q) Vu.reH^Q)

où K dépend de M, | b^n, K-HL^ I I ^ H L ^ et de Q.
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COROLLAIRE DU LEMME 1.5.—Soit ueH^Ô) fixé, Ô étant un
ouvert borné de R" tel que Q c: n. Alors a{u, v} est une forme linéaire
sur Hâ(î2).

Soit (p e C^(Q). Par partition de l'unité on peut choisir des fonctions
a^ à support dans Ô telles que sur Q l'on ait : 1 = Eo^. Alors

a(u, (p) = Sa(a^, (p).
Du lemme 1.5 i), on a

|â(a,u, (p)\ ̂  K||oy4Hè(n) M Hà(n)
Donc, il existe une constante K' telle que

\a{u,(p}\ ̂  K'||u||Hi(n)MHÀ(îî)

d'où le corollaire. La forme a(u, v) est dite la forme associée à
l'opérateur L. L'opérateur L* dont la forme associée a*(u,v) est
a(v, u) est dit l'opérateur adjoint de L ; on trouve

(1.6) L*u = -(a^ + bjU)^ + {diU^ + eu).
Il faut remarquer que l'opérateur L* satisfait aux mêmes hypothèses
(1.2), (1.3) que l'opérateur L.

Soit T e H~ ^Q); alors il exister e L^Q) (i = 1, 2 , . . . , n) de façon

que T = - i (/̂ ..
1 = 1

DÉFINITION 1.3.— Soit TeH'^Q); alors la fonction ueîî^Q)
est dite une solution de l'équation

(1.7) L u = T = -£(^,

si, pour ^oî^ (p e ̂ (Q), on a

(1.8) a{u,(p) = fiV^dx.
JQ

DÉFINITION 1.4.—Une fonction ueïî^(SÏ) est une solution locale
de (1.7) 5i pour toute (p e @(Q) on a (1.8).

DÉFINITION 1.5.—Une fonction ueîî1^) est dite une sous-
solution par rapport à l'équation (1.7), si pour tout (peQ(Sî) avec
(p(x) ^ 0 sur Q, on a

(1.9) a(u, (p) ̂  \ fi(p^ dx.
JQ

DÉFINITION 1.5'.—Si fi = 0 on dira que u est une sous-solution
par rapport à L.
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DÉFINITION 1.6.— Une fonction ueH^(Q) est dite une sous-
solution locale de (1.7) si pour toute (p e Q{ÇÏ) et non négative dans Q,
on a (1.9).

DÉFINITION 1.6'.—Si fi = 0 on dira que u est une sous-solution
locale par rapport à L.

DÉFINITION 1.7 —Une fonction ue H^n^H^O)] est dite une
sur-solution [locale] de (1.7) si pour toute (peQ{Sî) et non négative
dans Q, on a

(1.10) a(u,(p)^ ! f^dx.
Jo

DÉFINITION 1.7'.—u est une sur-solution par rapport à L si —u
est une sous-solution.

2. Formes bilinéaires coercitives sur les ensembles convexes.

Soit X un espace de Hilbert réel et soit U un sous-ensemble
convexe fermé de X. Si u e U, l'on indique par V^ le cône convexe qui
projette, de l'origine de X,l'ensemble convexe U - u:

V^ =E {i;eX|3e > 0:u + sveV}.

Soit a{u,v) une forme bilinéaire réelle, continue sur X x X et
coercitive dans X, c.à.d.

(2.1) a(v,v) ̂  c\\v\^ V r e X
où c est une constante positive.

Soit/un point de X' (dual fort de X), </, î;> désignant la valeur de
/en v.

THÉORÈME 2.1.—II existe un point u de V et un seul tel que

(2.2) a(u, v) ̂  </, r> VreV,.
La démonstration du théorème est donnée dans [20].

COROLLAIRE DU THÉORÈME 2.1.—Soit a(u, v) une forme bilinéaire
dans H^Q^x H^Q), telle que, pour geH^Q) fixé, a(g,v) soit con-
tinue sur Hâ(Q) et a(u, v) soit coercitive sur H^(Q), c.à.d.

a(v,v)^c ^ |K.|̂  Vt;eHâ(ft)
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Soit U un ensemble convexe fermé de fonctions de H^Q) telles que
u - gç Hà(Q). Soit fe H'^Q). Alors il existe une fonction ue U et
une seule telle qu'on ait

(2.3) a(u,v)^ </,r> VreV,.

Démonstration, — L'ensemble Ù = U — g est convexe et fermé
dans Hà(iï). La forme <F, v) = a(g, v) 4- </, r> est continue sur
H^(Q). Si u e U alors: V^ == V^_^, où Vy est le cône qui projette
Ù - u de l'origine de H^(Q); en effet

V, = {i^H1^)^ > 0:u +£i ;eU}
= {weHi(n)|3£ > 0 : M - g + 6 w e Û } = V^.

Grâce au théorème 2.1, il existe une fonction Ç e Hâ(Q) telle que
â(^<p) ^ <F,(p> V ( p e V ^ .

En posant M = ^ - g, on a
a(u, u) ^ </, r> Vy£V, .

Donc le corollaire est démontré.

3. Application du théorème précédent.

û) Considérons l'opérateur (1.1) et la forme associée a(u, v)
définie par (1.4); les hypothèses (1.2) et (1.3) étant satisfaites.

On a alors les théorèmes suivantes.

THÉORÈME 3.1 - Si \\b,\\^^ K.HL^), IHI^Q) (i = 1, 2,. . . , n)

sont suffisamment petits (en particulier si la mesure de Q est suffisam-
ment petite), la forme a(u, v) est coercitive sur H^(Q).

THÉORÈME 3.2 .— I I existe I > 0 tel que, pour chaque A > I, la
forme

(3.1) a(u,v) + Â(u, lOi^î)
est coercitive sur H^(Q).

Démonstration du théorème 3.1.—Soit reH^(Q); en utilisant
l'inégalité de Hôlder on a :

^^)^^|^||^-K||L".||^|L-.||^||L.

- NL" .Mi^.Kb - |[c||Ln/2. inî .
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ou

^2(0) = Z IK||L2(Q).
1 = 1

Grâce aux inégalités de Sobolev (lemme 1.3) on a:

a{v,v) ̂  L - S i |rf,|[^ -si H^ll^ - S2!!^}
l 1 = 1 1 = 1 J

Donc, si l'on a:

S2:||rf,||L.+SI:|^||L.+S2||c|^2<^

(en particulier si la mesure de Q est petite) on en déduit l'inégalité

(3.2) a(v,v) ̂ IHà^).

Le théorème 3.1 est démontré.
Pour la démonstration du théorème 3.2 nous avons besoin du

lemme suivant
LEMME 3.1.—Soit feL^Q^Çp > 1) et soit e un nombre positif

fixé ; alors on peut écrire

(3.3) /==/ '+ /"
avec f borné et f " e L^Q) où

(3.4) | nî o) < e et sup |/1 < K(£)

K ^îanî une fonction finie de s pour s > 0.
Démonstration. — On pose

r k s i f ^ k

f ={/}'-.= / s i | / | ^ f e
l - f e s i / < -fe

et/" =/-/'. Puisque

{fi/r4'^{f i/i.4"
Un J U{|/ |^fc} J

on peut choisir k = fe(£) > 0 tel que

II/HLP(O) < £
et, par conséquent,

sy |/'| < fe(4
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Remarque 3.1.—La fonction K(e) dépend de la fonction/ et pas
seulement de la norme de/dans L^(fî). On peut choisir K(e) indépen-
dant de/si/demeure dans un ensemble de fonctions «également
sommables» de L^Q). Ceci est vérifié si/demeure dans 1^(0) avec
q > p. En effet, puisque

( M

j^f^dxj1"^ 2|| / HL, • (mes{|/| ^ k})11"-^

et

mes{|/| ̂ k} ̂ M^y
\ k )

on peut choisir k = k(e) dépendant seulement de

11/llw
Démonstration du théorème 3.2.— (cfr. [17]; voir aussi [9]) En

utilisant le lemme précédent, on peut écrire les fonctions b, e L"(iï)
d,e L"(n), ce L"'2^), comme sommes des fonctions b\, d\, c'1 bornées
et de fonctions ayant respectivement des normes dans L"(n), L"(îî) et
L" (Q) plus petites que e, e étant un nombre positif que l'on fixera
plus tard. Par conséquent on peut décomposer la forme a(u v) en
deux: a'(u,v) et a"(u, v) où a'(u, v) est la forme qu'on obtient en
remplaçant b,, rf,, c par les fonctions bornées é;, d\, c ' et

a"(u, v) = a(u, v) - a'(u, v).
Alors on a, pour chaque v e H^(Q) :

a"(v,v) ̂ 2s\\v^-. \\v^ + s\\v\iz.
et, d'après les inégalités de Sobolev (lemme 1.3)

\a"(v,v)\ ̂  £(2S|H|̂  + S^v^) = fiS(2 + S)\\v\\2^.
On peut alors fixer e de façon que

(3-5) kMl̂ lH^n).

e étant ainsi fixé, la forme a'(u, v), à coefficients bornés, est aussi fixée.
La démonstration du théorème 3.2 sera achevée, si l'on démontre
qu il existe A tel que /l > 2 on a

(3.6) a\v, v) + Â(v, v)^ ̂  ̂  M^, \/v G Hâ(îî).
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En effet, si l'on a (3.6), alors, d'après (3.5), l'on en déduit

a(v,v) + 2(i;,i^(o) ^ ^ |H|à^) Vi; e Hâ(Q).

Soient B, C, D des nombres tels que

|̂ | < B, jc'l < C, \d\\ ̂  D ( f = l , 2 , . . . , n ) .
Alors, on a :

203

et

f ^x^dx^v\\v\\^
Jn

f (b\ + d^. dx ^ (B + D)||r||L2. | v^.
Jn

^^llà^+^B+D)2^^,

f c'v2 dx ^ C\\v\\Î2.
Jsi

Par conséquent

a'(v,v}+Hv,v)^)^^Hw

+{Â-c-^(B+D)2}ll l;ll^•

Donc, (3.6) a lieu si

(3.7) A >i=C+-!-(B+D)2.
4v

D'après les théorèmes 3.1, 3.2 et le corollaire du théorème 2.1 on
peut vérifier le théorème suivant ;

THÉORÈME 3.3.—Soit ge H^Û) avec Q, = Ci, Te H-^Q) (donc

T = t (f^,
1=1

aiw fi € L^Q)) ^ Lu l'opérateur elliptique (1.1), ;é?5 hypothèses (1.2),
(1.3) ^ant vérifiées', alors il existe une solution ue H^Q) ^ un^ 5^^
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du problème de Dirichlet (au sens variationnel)
(38) f Lu +2 M = ZC/;)^ == T

1 u-^eHâ(n)

si Von a l'une ou Vautre des hypothèses suivantes :

i) ^ est plus grand qu'une constante convenable i,
ii) / est quelconque, mais la mesure de 0 est suffisamment petite.
Démonstration. — La forme a(u, v) + A(u, v)^2^, associée à l'opéra-

teur Lu + ^u, est bilinéaire dans H^Q) x H^Q) et, grâce au corol-
laire du lemme 1.5, a(g, v) 4- 2(g, v)^2^ est continue sur H^(Q).

D'après les théorèmes 3.1 et 3.2, a(u, v) -h /l(u, ^2(0) ^st aussi
coercitive sur H(')(Q). On peut utiliser le corollaire du théorème 2.1
avec U = [v:v - geHâ(Q)} où V, = Hà(Q). On démontre le
théorème, en remarquant que, Vy == H^(Q) étant un espace vectoriel,
au lieu de (2.3), on trouve

(3.9) a(u, v) + 2(^, ̂ 2(0 = <T, i;> Vi^ e Hâ(Q).

Grâce au théorème précédent (pour g = 0) on vient de définir un
opérateur G^ linéaire et continu de H'^Q) sur H^(Q) qui résoudra
le problème de Dirichlet pour l'équation Lu + ).u = T, avec des
données nulles au bord, c.à.d.

f ueHà(O)
(3.10)

[ a(u, v) + Â(u, v)^2 == <T, i;>.
Cet opérateur est défini, jusqu'à présent, si i) / est suffisamment

grand ou ii) À est quelconque, mais les normes

I I^-HL". K-HL". |H|L"/2

sont suffisamment petites.
Le problème (3.10) est équivalent au problème suivant

(3.11)
ue L^Q)

u + (/L - l)GjM = GjT.

De (3.10) on déduit (3.11) par l'opérateur G^. De (3.11) on déduit,
d'abord, que u e H^(Q) et, ensuite, par l'opérateur L + A on obtient
(3.10). Puisque l'opérateur G^ est complètement continu dans L^Q),
la théorie de Riesz-Fredholm est applicable à (3.11). Donc on a
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THÉORÈME 3.4.—Les hypothèses (1.2), (1.3) étant vérifiées, l'équa-
tion elliptique

Lu + AU = T
admet une solution unique ue H^(Q) quel que soit T dans H'^Q), si
A n'appartient pas à un ensemble discret et dénombrable A de valeurs
propres.

Si / 6 A, les problèmes homogènes

(3.12) L M + / M = O , ueHà(O)

(3.12') L*M + 2 u = = 0 , ueHâ(Q)

onî rf^s solutions ^ 0, /^5 rf^ux espaces formés de ces solutions ayant la
même dimension finie. Pour tout A, le théorème de l'alternative est
valable.

Remarque 3.2.—Le problème de Dirichlet (3.11) admet une solu-
tion et une seule, pour TeH'^Q), si et seulement si le problème
(3.12) ou le problème (3.12') admet seulement la solution nulle.

Remarque 3.3 — Le problème de Dirichlet (3.8) admet une solution
et une seule, si 2 ̂  A. En effet, si l'on pose v = u — g on est ramené
à résoudre le problème

f Lv + 2i; = T - (Lg + /g)
(3.13)

. i^eHà(Q)
b) On démontre le théorème suivant:

THÉORÈME 3.5.—Soit L un opérateur elliptique (1.1) satisfaisant à
(1.2), (1.3) et tel que la forme a(u, v) associée soit coercitive sur H^(Q)
(voir théorèmes 3.1, 3.2). Si u et v sont deux sous-solutions par rapport
à L alors

w = max(u, v}
est une sous-solution par rapport à L.

Démonstration.—Soit U l'ensemble des ôeH^iï) telles que
â(x) < w(x) dans 0 et 9(x) = w(x) sur 8SÎ. U est convexe et fermé.
Grâce au corollaire du théorème 2.1, il existe un rjeïJ et un seul
tel que

(3.14) a(r,,(p)^0 VyeV,.
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Evidemment V^ e H^(Q) contient le cône des fonctions ^ 6 QÇQ.) avec
i^(x) ^ 0 sur Q; alors de (3.14) on déduit

a(r], (p) ^ 0 V(p e ̂ (Q)

avec <p(x) ^ 0 dans fî et donc r\ est une sous-solution par rapport
à L, avec ^ s$ w. Si l'on pose C = max(u, yy) e U alors l'on a : ^ == C-
En effet, puisque C ̂  U on a C — ^ e V^ c: H^Q) et

a07, C - ^) ^ 0.
Mais on a aussi

a(C, C - ^) = a{u, C - ^) ^ 0

puisque, si C ^ ^ il découle C = ^ et M est une sous-solution. Par
conséquent

o(C - ̂  C - r,) ̂  0

d'où C = ^- Donc M ^ ?y. D'une manière analogue, l'on trouve r ^ r\
et, par conséquent : w = max(M, y) ^ î]. Il en découle w = ^ et le
théorème est démontré.

On a le corollaire suivant
COROLLAIRE DU THÉORÈME 3.5.—Soit u une sous-solution par

rapport à l'opérateur elliptique L; on suppose que les hypothèses du
théorème 3.5 soient vérifiées et, de plus, que, au sens des distributions,
on ait

c - W^ ^ 0.
Alors, pour chaque k non négatif:

[u}k — k = u — {u}1' = max(i< — k, 0)
est une sous-solution par rapport à L.

Il suffit de démontrer qu'une constante k positive est une sur-
solution. En effet, on a

ra(k, ( p ) = k \ {cep + d,(p^} dx = fe<c - (rf,)^, <p> ^ 0
Jo

pour tout (p e Q(Q) et (p(x) ^ 0 sur Q. Donc L(u — k) = Lu — Lk ^ 0.
On peut déduire une première forme du principe du maximum.

THÉORÈME 3.6. — On se place dans les hypothèses du corollaire du
théorème 3.5; si u est une sous-solution par rapport à L, alors on a

max u ^ max(max u, 0).
Î2 ÔSÎ
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Démonstration. — Soit 0 = max(max u, 0), alors grâce au corol-
BÎ2

laire précédent {u}^ — d), qui appartient à H^(iï) (voir lemme 1.2),
est une sous-solution par rapport à L. Alors

a({u}^ - 0, (p) ̂  0
V<p e @(Q) avec <p ^ 0 sur Q et, en prolongeant par continuité, on
a aussi

â({^}o - <D, {u}^ - <D,) ^ 0.

Donc, par la coercitivité sur H^(Q) :

I I M ^ - ^ H H ^ - O

d'où {u}^ = <I>, c'est à dire

u ^ <D.

Avec le même raisonnement on a :
THÉORÈME 3.7.—Dans les hypothèses du théorème précédent, si u

est une sur-solution par rapport à L, alors on a

min u ^ min(min M, 0).
0 8SÎ

Le principe du maximum peut être amélioré de la manière suivante.

THÉORÈME 3.8. —Supposons que les hypothèses (1.2) et (1.3) soient
satisfaites et qu'en plus, on ait:

c — Y,(^i)xi ^ CQ > Q (CQ = constante).
Alors une sous-solution [une sur-solution] par rapport à L satisfait
au principe du maximum

max u ^ max(max u, 0)n esî

[min u ^ min (min M, 0)1.L n ÔQ, ]
Remarque. — On démontre le théorème en supposant que u soit

borné supérieurement. Dans la suite on démontrera cela (théorème
4.1).

Avant de démontrer le théorème on a besoin du lemme suivant :

LEMME 3.2. —Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème 3.8,
si u est une sous-solution, non négative et bornée, par rapport à L,
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de Hâ(Q), alors v = i^ (p > 2) ̂  un^ sous-solution par rapport à
l'opérateur

-^ijVx)xj + (^i - ̂ K. + PCQV.

Démonstration.—Puisque u est non négative et bornée on a:
i^~1 e Hâ(0) et pi^-1 Lu ^ 0. Mais, on a

pi^Lu = -(a,^-1^.)^. + p(p - l)^,^.^..^-2

+p(fc, - d,)^-1^ + p[c - (d^ ^ 0
et donc

-(W.)^ + (&i - d^ + p[c - (d^Jr

^ - p ( p - l^^-^^.^O.
Par conséquent

-(W.):c, + (fcf - ̂ )^. + PCQV ^ 0.
Démonstration du théorème 3.8.—D'une manière analogue à la

démonstration du théorème 3.6, on considère la fonction
w = Mo ~ ̂  °ù ^ = max(max u, 0),

5fî

qui est non négative et appartient à H^(Q). On suppose, en plus,
qu'elle est bornée. La fonction w est, sur chaque ensemble de mesure
petite, une sous-solution par rapport à L. Par partition de l'unité
elle est aussi une sous-solution sur Q.

Grâce au lemme 3.2, v = H^ est une sous-solution par rapport à
l'opérateur

M(v) = -(dijV^ + (b, - d,)v^ + PCQV.
La forme à(u, v) associée à l'opérateur M{v) est coercitive sur H^(Q)
si p est suffisamment grand. Donc

à([{u}^ - <&?, (p) < 0 V<p ^ 0, e ̂ (Q)
d'où, par continuité et en posant (p = [{u}^ - ̂ Ye H^(Q), on déduit

{u}^=^,
c.à.d.

u ^ 0.
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Même raisonnement si u est une sur-solution. La question reste
ouverte de savoir si le théorème 3.8 est vrai en supposant

c - W^ ̂  0.

c) Considérons encore l'opérateur elliptique (1.1) satisfaisant à
(1.2), (1.3) et tel que la forme a(u, v) associée soit bilinéaire et coerci-
tive sur H^(0) (voir théorèmes 3.1 et 3.2). On suppose c — (d^ ^ 0.
Étant donné un ensemble E de 0, soit U l'ensemble convexe et
fermé, que nous supposerons non vide, des fonctions de H^(Q) telles
que, au sens de H^(Q), l'on ait :

u ^ 1 sur E.
U = {MeHà(O) : u ̂  1 surE}.

Grâce au théorème 2.1 il existe un u e U et un seul tel que

a(u, v) ̂  0 \/v e V,
où

V, = {u€Hà(n)|3e > 0: u 4- eueU}.
Puisque les fonctions non négatives de @(Q) sont contenues dans
Vy, on peut déduire qu'il existe une mesure positive ^ à support
dans É, telle que

a(u, (p) = J<p dfi V<p e Q(SÎ).
On pose

C = N 1 =min(u,l).
Puisque C ̂  U, alors ^ — u e Vy et donc, on a

a(u, C - u) > 0.
D'autre part, puisque C ^ u et C = u si u ^ 1, on a

a(C, C - u) = a(l, C - u) = f [c - (rf,)J(C - u) rix ^ 0.
Jn

Alors, il en découle

d'où
a(C - ̂  î - u) ^ 0

M1 = u.
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Donc on peut affirmer que

u = 1 sur E (au sens de H^(Q)).
On a démontré

THÉORÈME 3.9.— Etant donné E <= Q, si l'ensemble

V = [ue Hà(Q)|u ^ 1 sur E}

n'est pas vide, il existe une fonction u e H^(Q) et une mesure positive ^
ayant son support dans Ê telles que

i) u = 1 sur E (au sens de H^(Q)),

ii) <M, (p) = ^ ( p d ^ V(p e ̂ (Q).

DÉFINITION 3.1.—Le nombre Jd^ = ^(É) est dit la capacité de E
par rapport à l'opérateur L. La fonction u est dite le potentiel capaci-
taire de E.

Si u est le potentiel capacitaire de E, et ^ la mesure associée, on
a, puisque u e Vy :

cap E = Jd/^ = fu^= a(u, u) = a(u, u),

où a(u, r) est la partie symétrique de la forme a(u, v) :

^^a(u^a(v^

Si l'on pose

a(u, v) = a(u, v) + jî(u, r),

on a encore le théorème suivant :

THÉORÈME 3.10.—Si EI c Ë2 c: Q, OM a

capEi < ^1 + — j capE2,

où

M == sup IS{u, v) pour \\u\\^^ IMI^O) = 1
et

v=inf oc(u,u) pour HH^) == 1,

a(î^, v), fi(u, v) étant respectivement la partie symétrique et la partie
anti-symétrique de a{u, v\
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Démonstration. — Soient u et r\ les potentiels capacitaires de E^
et E^ respectivement. Puisque r\ ^ 1 sur E^ on a ^ - i^eV^ et alors

û(u, ̂  - u) ̂  0,
d'où

a(u, u) = a(u, u) ^ a(u, ri) = a(u, ^y) + P(u, r])

^ [a(u,i^[a(^ ̂  + M||u|Hyn)|MHè(Q)

et encore, puisque v I M |àyn) ^ a(u, K):

a(u, u) ^ ^ 1 + ̂  [a(u, u)^[^ ̂

et donc

cap EI = a(^ u) ^ (l + ^Ya^, ^) = fl + ^V cap E,
\ v / \ v / ' 2

Remarque. — La capacité est une fonction d'ensemble croissante
si L est autoadjoint.

THÉORÈME 3.11.—Soient L et L deux opérateurs dont les formes
associées a(u, v) et à(u, v) sont coercitives sur H^(Q). Pour chaque
ensemble E contenu dans iï, sof^r cap E et cap E les capacités par
rapport aux deux formes. Alors il existe une constante K, indépendante
de E, telle que

(^IS) K-^capE ^ capE ^ KcapE.

Démonstration.—Soient u et ù les potentiels capacitaires de E
par rapport aux deux formes. Puisque, à la fois, u ̂  1 et û ^ 1 sur
E, on a ù - u e V^ et u - ù e Vg. Alors

a(u, ù - u) ^ 0, a(ù, u - ù) ^ 0.
Soient a, a et /î, /? les parties symétriques et les parties anti-symétriques
des deux formes. Il existe deux constantes v, M > 0, telles que, quels
que soient v et w e Hâ(î2), on ait

v|H|à^ min[a(î;,i;),a(i;,i;)];max[^,w),^,w)] ^ MH^. ||w||^.
Donc

a(u, M) = a(u, M) ^ a(u, ù) = a(^, ù) + /?(M, u)

< [^U)]^(Ù,Ù)]- + M|[M|HJ|^[|^la(u, u)Ha(M)]2 + M[[u|Hj|M

^(l+M)[a(^^]T?,^.
M'
v
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Par conséquent

/ M\2 ( M\2

capE == a(u,u) ^ (1 + —\ a(M) ^ K( l + —) a(M)

= Kf l + M ^ capE
V v

et, en échangeant u avec û :

M'cap E ^ K 11 + — cap E

d'où (3.15).
Avant de finir ce paragraphe il faut remarquer que la technique

des démonstrations des théorèmes 3.5 et 3.6 est analogue à celle
qu'on utilise dans la théorie des espaces de Dirichlet étudiée par
A. Beurling et J. Deny (voir [2]).

4. Majorations dans L .̂

Nous aurons besoin du lemme suivant, dont la démonstration se
trouve dans [16], [19].

LEMME 4.1. —Soit (p{t) une fonction définie pour t ^ feo, non néga-
tive et non décroissante telle que si h > k ^ feo l'on ait:

(4.1) cp(h) ̂  ^^[cp{k)Y

C, a, P étant des constantes positives. Alors
i) si fi > 1, Von a

(4.2) (p(feo + à) = 0
où

(4.3) d^Ct^W'1^^"1^
ii) si P = 1, Von a

(4.4) (p(h) ̂  e . exp[ - t:{h - feo)](p(ko)

où

C-^C)-^;
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iii) si fi < 1 et ko > 0 Von a

(4.5) cp(h) ̂  2^-^C^1-^ + (2feo)Wo)}. h-^
ou

^ = 1 - P '
i/Soit u(x} une sous-solution dans Hâ(î2) par rapport à l'équation (1.7),

donc on a :
F

a(u, (p) = {a^^ + &^<p + ri^ç^. + cucp} dx
(4.6) •"•

^ f fi^dx
Jsi

pour toute (p e ̂ (0) avec <p(x) ^ 0 sur 0.
Supposons que

i) les hypothèses (1.2) et (1.3) soient vérifiées,
ii) /, e 1^(0)0' = 1, 2 , . . . . n) avec p > n,

iii) au sens des distributions: c - S(rf,)^ ^ CQ > -oo,
iv) max u ^ <I) < + oo.

00

Alors on a

THÉORÈME 4.1.—Sous les hypothèses i), ii), iii), iv), il existe deux
constantes K et N, dont K ne dépend pas de Q, telles que

max u ^ max(0, max u) + K^f, |Lp(n)(mes Q)1^-l/p

(4.7) "
+N|M[ |L2(Q) .

La constante N é?sr nu/^ si ;â /orm^ a(u, (p) ^5^- coercitive sur H(')(Q).

Démonstration. —On fixe I (> -Co) de façon que la forme

a(u, v) + I(u, i;)L2

soit coercitive sur H^Q) (cfr. théorème 3.2). On peut écrire, au lieu
de (4.6)

ç
a(u, (p) + A(u, 9^2 ^ (y;^^ + lu(p)dx.

Jo
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La fonction v = {u}^ — k == max(u — /c, 0) avec k > <S> est non néga-
tive et appartient à H^(Q) et si v ^ 0 on a :

v = u — k, vxi = uxi'
Donc on a

C - C -
{dijV^v^ + biV^v + ^-Mi^ + CM^ + ^uv} dx ^ (/^. + ^uv) dx

Jn JQ

et encore, de iv) et du fait que 2 > — CQ

(4.8) a(v, v) + A(F, i;)L2 ^ [ (/^ + lui;) dx.
Jo

En utilisant la coercitivité de a(u, v) + i(u, u)L2, l'inégalité de Cauchy
et celle de Sobolev; il découle de (4.8) qu'il existe une constante K
telle que

^ l l i^Kff f ? d x + À ( t ^'dx}2^
LjA(fc) \JA(fc) / J

OU

A(k) = {xe£î:u(x) ̂  k}.
En utilisant, à gauche, l'inégalité de Sobolev et, à droite, celle de
Hôlder on a

( f (u - k)2' dxfl^ ^ K[ |/,||^(mesA(fe))1-2^
\JA(k) /

+l||u||^(mesA(fe))2/2+'-2/r]

où r > 2^ = ——-, et K est une constante convenable. .Soit main-n + 2
tenant h > k > 0; alors A(/î) c: A(fe) et l'on a

(^ - ̂ [mes A(h)]2^ ^ K[\\f,\ ̂ (mesA^))1-2^

+i|M||2.(mesA(fe))2/2^-2/r].
On peut écrire

(4.9) mesA(^) ^ ——^(\\f^ + I^H^^mesA^

ou
. . / 2 n + 2 2\ // 2\j8 = mm 1 - -,——— - - / ! - - .\ p n r ) l \ n
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Puisque ue L^Q), de (4.8) avec r = 2 et grâce au lemme 4.1 (iii), il
découle que ueL^Q) avec ^ > 2. Encore de (4.8) avec r = t^ et
grâce au lemme 4.1 (iii) il découle que ueL^iï) avec t^> t^> 2.
Par itération on a u e I/(Q) avec

^-^l-2.
n r p

Alors /? > 1 et grâce au lemme 4.1 (i) il s'en suit que u e L^Q) et que
(4.7) est valable.

Remarque 4.1.—Le théorème 4.1 complète la démonstration
du principe du maximum (théorème 3.8).

Remarque 4.2. — On peut aussi se débarrasser de l'hypothèse
iii) dans le cas où c e L^2, d^ 6 I/ avec r > n. Considérons maintenant
une solution du problème de Dirichlet

r L u = T = £ ( / ^
(4.10)

ueHâ(Q)
et supposons que

i) les hypothèses (1.2) et (1.3) soient vérifiées
ii) f, ç L^Q) (i = 1, 2 , . . . , n) avec p ^ 2

iii) au sens des distributions: c — S(rf^. ^ CQ > —oo. On a alors

THÉORÈME 4.2.—Sous les hypothèses i), ii), iii) il existe deux
constantes K, N, K ne dépendant pas de Q, telles que

a) si p > n on a
(4.11) imx|u| ̂  KZlI^.ll^^mesQ)1^-1^ + N|H[^O);

b) si 2 ^ p < n on a

(4.12) \u ILP^) ^ KS||/; IL^) + N[|u||L2(n),(l/P* = 1/P - 1/n)
La constante N est nulle si la forme a(u, v) est coercitive sur H^Q).

La technique de la démonstration est analogue à celle du théorème
4.1. Voir [17] et [9]. On peut améliorer le théorème 4.2 de la manière
suivante.

THÉORÈME 4.3.—Dans l'énoncé du théorème précédent la cons-
tante N est nulle si on a

(4.13) c-^,)^co>0.
Démonstration.—L'opérateur de Green Go, définie au n.3, qui

résout le problème de Dirichlet (4.10), fait correspondre à l'origine
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de H'^O) seulement l'origine de L^Q), grâce au principe du maxi-
mum 3.8. Puisque Go est un opérateur fermé, il est continu, donc
ll^lli^fî) peut être majoré par

^\\MLPW (P^2).

THÉORÈME 4.4 —L'opérateur GQ est donc, en supposant (4.13), un
opérateur linéaire et continu de H"1'^) dans L^O) n H^Q) si
2 ^ p < n et de H-^Q) dans L°°(Q) n Hâ(Q) si p > n.

Pour le cas p = n voir [19]. Soit G*o l'opérateur adjoint de Go.
Le théorème 4.3 entraîne par dualité

THÉORÈME 4.5.—G'o est un opérateur linéaire et continu de

L^Q) avec 1 < q ^ —2n dans H^(Q) et de L\SÎ) dans H^Q)

i n
avec 1 < r < ——-.n — 1

Nous venons de résoudre le problème de Dirichlet pour l'équation

(4.14) L * u = /

avec des données nulles au bord, L* étant défini par (1.6) en supposant
que

c - Z(^ ^ c, > 0.

Le sens qu'il faut donner ici au mot « solution » est différent de
celui donné par la définition 1.3. Ici (4.14) signifie que

r ruL(pdx= fcpdx VcpeH^nL^Q) avec L<pe^(Q)
Jn Jn

ou, ce qui revient au même

f u\l/dx= [ fG^dx V(AeW).
Jn Jo

Avec cette définition le problème de Dirichlet admet une seule
solution.

Remarque 4.3.—En utilisant la remarque 4.2, on peut se débar-
rasser de l'hypothèse iii) en supposant que ceU12 et di^U avec
r > n.
En effet on peut écrire

Lu = Lu 4- eu — (d^u)^
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où Lu = ~(aijux)x + b^xi e^ on P^t utiliser le théorème 4.2 pour
l'équation

Lu=£(/^

où/i == /i 4- dfK + V^, V étant une solution de l'équation AV = —CM.
Alors par itération, comme l'on a fait à la fin de la démonstration du
théorème 4.1, on démontre (4.11) et (4.12).

Remarque 4.4. — Dans le théorème 4.2 on peut aussi considérer
une sous-solution positive par rapport à l'équation Lu = S(/i)^,
c.à.d. une fonction u de H^(Q) telle que

Lu ^ S(/̂ ..

En effet puisque u est positive, il suffit d'obtenir une inégalité du
type (4.9) avec fî ^ 1 pour déduire (4.12).

Remarque 4.5. —Si l'on considère l'opérateur L +/1 au lieu de L
et si l'on suppose que ^el/, ceL1'12 avec r > n on peut conclure
que dans l'énoncé du théorème 4.2 la constante N est nulle si
/l ^ A, A étant le spectre de L.

Remarque 4.6. — Les énoncés des théorèmes 4.4 et 4.5 sont valables
aussi pour G^ (opérateur de Green pour L + A) et G\ (adjoint de
G^) si À n'appartient pas au spectre A.

5. Majorations locales.

Considérons l'opérateur elliptique
(5.1) Lu = -(âijU^ + djU)^ + (b,u^ + eu)

et supposons dans ce paragraphe que les hypothèses (1.2), (1.3)
soient vérifiées et, en plus, que, au sens des distributions, l'on ait

(5.2) c - S(^ ^ 0.
Soit I(x, p) la boule de centre x et rayon p ; on pose

Q(x,p)=QnI(x ,p) ,
de façon que Q(x, p) ̂  I(x, p) si I(x, p) <= Q. On démontre les
théorèmes suivants.

THÉORÈME 5.1.—Soit u(x) une sous-solution locale par rapport
à L (définition 1.6') et soit I(xo, R) c: Q avec R suffisamment



218 GUIDO STAMPACCHIA

petit; alors il existe une constante K, dépendant de v, b^ c, d^ M, telle
que

(5.3) max u(x) ̂  KJ— f \u\2 dxV.
n(.o.R/2) [R J^^ j

De ce théorème on déduit immédiatement.
COROLLAIRE 5.1.—Soit u(x) une sur-solution locale par rapport à

L (définition 1.7') et soit I(x, R) c: Q ; alors on a, au lieu de (5.3)

(5.4) min u(x) ̂  -KJ— f \u\2 dxV
noc,R/2) }R "J^/ J

et, le
COROLLAIRE 5.2.—Si u(x) est une solution locale de Lu = 0

(définition 1.4) et î(x, R) c= Q, alors on a:

(5.5) max \u(x)\ ̂  K^ f \u\2 dx\2.
n(.,R/2) I^JO^.R) J

On peut donner une généralisation du théorème 5.1 de la manière
suivante.

THÉORÈME 5.2.—Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème
5.1 on a, au lieu de (5.3), l'inégalité suivante:

(5.6) max u{x) ^ feo + ï4-^ f (u - feo)2 ̂ 42

^•R/2) ^R" jA(ko.R) J

„ JmesA^o^R)^"1^
1———R"———J

où ko est un nombre réel non négatif,

A(k, R) = {y e £î(x^ R); u(y) ̂  k} et 9 = ^ + //^ + J.

On peut aussi envisager le cas XQ e 80.. On a, en effet, le théorème
suivant.

THÉORÈME 5.3.—Soit XocSQ. et soit u(x)e H^Q^o, Ro)) une
sous-solution par rapport à L (définition 5.1') telle que u ^ <I> au sens
de H^îî^o, Ro)) sur 8SÎ n Î2(xo, Ro). ^ exf5^ MH^ constante K
telle que, si R (<Ro) est suffisamment petit, on a l'inégalité (5.6) si
ko > max($,0).
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Pour démontrer ces théorèmes, nous utiliserons le lemme suivant,
voisin du lemme 4.1 (i).

LEMME 5.1.—Si (p(h, p) est une fonction réelle, non négative, définie
pour h > ko et p < RQ, non croissante en h pour p fixé, et non décrois-
sante en p pour h fixé, telle que

(5.7) cp(h, p} ̂  ̂  _ ̂  __ ^ [<p(k, R)f ;

h >k > ko, p < R < RQ
C, a, P, y étant constantes positives avec fî > 1 ; alors, pour chaque a
avec 0 < a < 1, on a

(5.8) <p(feo + d, Ro - dRo) == 0
où

^+^l{p-l)C[cp(k„R)r-l

P.̂  a ^y^

Le lemme se démontre par itération (cfr. [21]). On démontre
maintenant le lemme suivant :

LEMME 5.2.—Si v est une sous-solution locale, (définition 1.4)
non négative, en particulier si v est une solution locale par rapport à
L (définition 1.6') et si aeC^(O), il existe une constante K telle que

(5.10) f a^dx ^ K f (a2 + ^)v2 dx.
JQ Jn

Démonstration. — De la relation

a(v, ( p ) ^ 0 \/(p e ̂ (Q) avec (p ^ 0 |V(pe ^(Q)],
en posant (p = ̂ v, on a

(5.11) a(v, ̂ v) ̂  0.
Considérons chaque terme de (5.11). On a

(5.12) aij{x)v^((x2v)^dx ^ . a2^ dx - —— ^v2 dx.
Jn J Jn v Jn

En utilisant le lemme 3.1, pour chaque s > 0, on peut écrire

b, = h\ + V[, d, == di + à[, c = c' + c"
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avec

et
II V[ II LU <£, ||^||Ln <6, |c"[ [Ln/2 < Ê

|fc;| ^ B, |̂ | ^ D,, |c'| ^ C,

où Bg, Dg, Cg sont des constantes convenables. Alors S étant la
constante du lemme 1.3, on a

F
(5.13) b.v^vdx ^ Bj|ai;|L2|a^|[L2 + elM^IMi^

Jo

^ Bj a^||L2||a^ |L2 + £S|[a^||L2||(a^ ^2

B2

^ ^la^ll^ + 4^ |^| ê2 + £S||ai;,|L2(||a,i;||L2 + [0^2)

^(B+26S)||a^||ê2+^|a.||^+^||a^||^.

r r r(5.14) diVÇ^v^dx = diV^v^dx + 2 ^aa^dx
JQ Jo Jn

^ Dj|ar |L2 [a^||L2 + e| ar||L2.||a^||L2

+ 2Dj|ai;||L2| a^| L2 + e\\(xv |L2-||a^||L2

D2

^ £! ̂ x\\b + ^-1|^ |^2 + Djai; |̂  + Dj|a^||^

+2S£(||a^||^+|a^||^)

^ (£ + 2S£)||a^| ̂  + (Dï- 4- D,) |ai;||̂
\ •£ /

+ (D, + 2Se)|M|^.

(5.15) [ ça2!;2 rix ^ CJ aull^ + £||av |^.
Jn

< ella^ll2^ + CjarU^ + ella^H^.
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Donc, en utilisant (5.11), (5.12), (5.13), (5.14), (5.15), on a

(5.15') 0 ^ a(v, ̂ v) ̂  \1 - 2(s + 2sS)n - s [|a^||^

- K(£)[M^ 4- |M ]̂

où K(e) est une fonction convenable de s.
On fixe maintenant s de façon que

[2(1 + 2S)n + 1]£ <-

le lemme en découle.
COROLLAIRE 5.3.—Avec les mêmes hypothèses que dans le lemme

5.2 on a

(5.16) (\{^dx\21^ < 2S(K + 1) f (a2 + a>2 dx.
\JQ / Jo

En effet, en utilisant le lemme 1.3, on a

( [ (^dx\2^ ^ S2 f(a2^2 + y^dx ^
\JQ / Jn

28^ + 1) f (a2 + a>2^.
Jîî

COROLLAIRE 5.4.—Aves les mêmes hypothèses que dans le lemme
5.2 on a

(5.17) f a V A c ^ C f (a2 + a>2 Ac. [mes{xeQ; ^v + O}]21"
JQ Jo

où la constante C = 2S(K -4- 1) qui intervient ne dépend pas de Q.
Il suffit d'utiliser l'inégalité de Hôlder

[ aVrix^ ( ! (ar)2+rfx)2/2+[mes{x6Q;aF^O}] l-2/2+.
JQ UQ /

LEMME 5.3.—Soit XQ^SSÎ. Si v est une sous-solution par rapport
à L, dans H^f^^Ro)) (définition 1.5'), non négative et nulle sur
<9Q n I(xo, Ro) et si ae Câ(I(xo, Ro)), ^^^ on a (5.10), (5.16) ^ (5.17).
La démonstration de ce lemme est la même que celle du lemme 5.2
et des corollaires 5.3 et 5.4:
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Démonstration du théorème 5.1.—Soit Xo6Q. On considère
Ro(<l) suffisamment petit de façon que iï(xo? Ro) <= fî et que, de
plus, la forme a(u, v) associée à L soit coercitive sur H^O^o, Ro))
(voir théorème 3.1).

Alors, u étant une sous-solution par rapport à L,

{u]k — k = u — {u}^ = max(u — fc, 0)

est une sous-solution non négative sur Q(xo, R) si k ^ 0 et si R < Ro
(voir corollaire du théorème 3.5). Soit aeC^(Q) avec a = 1 dans

Q(XQ, p) et a =. 0 hors de îî(xo, R) et telle que |a| ^ 1 et [od ^ -^——K — p
dans Q(xo, R). Grâce au corollaire 5.4, il existe une constante K
telle que

f {u - k)2 dx ^ ——<-^ f (^ - ^)2 dx . [mes A(/c, R)]2^'<;

JA(fc,p) v"" ^ ) JA(k,R)

où A(fc, p) = {^ e Q(xo, p) ; <y) ^ fe}.
Si y > k on a aussi

JA(fc,p) (K - ̂  JA(fc,R)

(/î - fe)2 mes A(/î, p) ^ f (u - k)2 dx ^ ! {u - k)2 dx.
JA(/i,p) ^A(fc,^)

Si l'on pose

a(h, p) = mes A(h, p)

u(h, p) = f (u - h)2 dx
^A(h,p)

alors on a

(5.18)
^ ̂  ^ ,p K ,2^ R)[^ K)]2^(K — pj

a(h,p)^ ^ ^R)

Soient ^ ^ deux nombres > 0 que l'on fixera plus tard. On a de (5.18)

(5.19) \u(h, pf\a(h^ p)|^ ^ ̂  _ ̂  _ ^Ju(fe, R)r^[a(fe, R)]2^.
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On choisit ^ et Y] de façon que

^n=^ 2iL=ârl'.

9 doit alors satisfaire l'équation 92 - 9 — - == 0 qui a une racine___ n

19 = 2 + V 4 + n > L on peut alors fixer r} = 1^ == ^~ et en P0^111

<P(̂  P) = ̂  p)|̂ , p)^

(5.19) peut s'écrire

^ ^^^(R-p^h-k^^9

où k > k ^ 0, p < R et 9 > 1. Grâce au lemme 5.1, pour a = j,
ko = 0, Ro = R < dist.(x,a0):

(5.21) J^=0

, K^R)]09-^2

avec rf = ——fp/ïï(^)/2—— ou K dépend seulement des hypothèses

sur L. De (5.21) on a (5.3) et la démonstration est achevée.

Démonstration du théorème 5.2.—On reprend la démonstration
du théorème 5.1 jusqu'à l'inégalité (5.20); on utilise alors le lemme 5.1
avec ko non négatif (au lieu de prendre ko = 0) et l'on obtient (5.6).

Démonstration du théorème 5.3.—II suffit de remarquer que la
démonstration du théorème 5.1 est encore valable si l'on suppose
ko ^ max(<D, 0) de façon que u — {u}k soit une sous-solution nulle
sur 80. n I(xo, R). On utilise dans ce cas le lemme 5.3.

Avec les mêmes hypothèses sur l'opérateur L (5.1) nous considérons
maintenant les solutions de l'équation elliptique

(5.22) Lu = 1 (f^
i= 1

avec y; (=1^(0), p ^ 2. On a alors le théorème suivant qui généralise
le théorème 5.1.

THÉORÈME 5.4. — Si u{x) est une solution locale de (5.22) (définition
1.4), alors, si ï(xo, R) <= 0, avec R suffisamment petit, il existe une
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constante K telle que l'on ait, si 2 ^ p < n

(Y i r \4
^|!L^QOco,R/2)) ^ K^ pn( l -2/^) ^|2 ̂

(5.23) lv ^^ /

" i
+ 2^ ll^i||LP(n(<o,R))^

1 = 1 J

1 1 1
avec — , = - — - et, si p > n

p* p n

(5.24) , , f / 1 F V 1
.Kj"' ̂  ̂ R-L, M'2^) + ̂ ^.l!——^1-""}-

Démonstration. — Soit y la solution dans H^(Q(xo, R)) de l'équation
(5.1) et posons

u = v + w

où w est une solution dans Q(xo, R) de l'équation L\v = 0. Grâce
au théorème 4.2 on a

(5.25) IH'L^O,R)) ^ ̂ BMw^
si 2 ^ p < n et

^•^ S)H ^ KSI!^l^^(.o,R))Rl-"/p

si p > n.
D'autre part, on a (corollaire 5.2)

f i r ^max w ^ K^-_ Iw] 2 ^^
n(xo,R/2)' ' [R " J ' ' j/^ ^^^ v' •/ n(xo,R) -'

.K{(^J "^.y.^j i..2^4}.
tv1" Jn(xo,R) ^ V^ ^n(xo,R) J J

En utilisant l'inégalité de Hôlder et (5.25), (5.26), on a, si 2 $ p < n

(5.28) f f H2^)2 ̂  K^ll^.ll^mesQCxo.R)]^2-1^
\Jsî(xo,R) /

et si p > n

(5.29) ( f I^^V ^ K^i^.ll^R^^mesQ^R)^.
\^0(^o,R) /



LE PROBLÈME DE DIRICHLET 225

Si 2 ^ p < n, on a

M|L^(îî(xo,R/2) ^ max |w| . [mes Q(xo, R)]1^';
îî(xo,R/2)

en tenant compte de (5.27) et (5.28), on obtient (5.23).
Si p > n, en utilisant (5.27) et (5.29) on obtient (5.24). Avec la

même démonstration on a

THÉORÈME 5.5.— Soit XQ e SSÎ et soit u(x) e H^Q^CO, Ro)) une solu-
tion de l'équation 5.22, nulle sur 80. n I(xo, Ro)/ alors si R(<Ro) est
suffisamment petit, les inégalités (5.23) et (5.24) sont valables.

THÉORÈME 5.6.—(5.23) et (5.24) sont encore valables si u(x) est une
solution locale positive par rapport à l'équation (5.22) (définition 1.6).

Démonstration. — On peut écrire u = v + w où Lv = S(^-)^, et
v — u e Hâ(Q(xo, R)); alors Lw ^ 0 avec w e H^(O(XQ, R)). Grâce au
principe du maximum (théorème 3.6) on a dans Q(xo,R): w ^ 0,
donc

0 < u ^ v.
Alors pour tout exposant 1 ^ ^ ^ + o o o n a

ML, ̂  ML,.
Grâce au théorème 5.4 on peut alors majorer

HLP-(QOCO,P)) P^ M^Wxa,R)) et \\fi\\LPWxo,R)) Si ? < R.

Puisque Lw = Lu — S(./i)^ avec w e H^(îî(xo, R)) on peut majorer
sur iï(xo, R), grâce à la coercitivité de a(u, v\

HL. Par H L 2 + |^||L2+2||^|!L2.
Donc, en tenant compte de

IH|L2 < HL^ + |w| |L2,

on peut majorer sur Q(xo, R)

|[r||L2 par |[u| |L2 + \\u^2 + ^\fi\^'
On a ainsi majoré

IMlLP^nOco,?)) PB1' ||u||L2(n(xo,R)) + Z<I]^HLP(ÎÎ(^O,R)) + 1 ux\\L2Wxo,R))'

Donc le théorème sera démontré si on peut majorer

||^c||L2(nOco,R)) P^ H^HL^CO^OX)) + ï.\\fi\\^Wxo,R'))
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avec R < R/. Cela découle du lemme suivant qui généralise le
lemme 5.2 et d'un argument de homogénéité.

LEMME 5.5.—Si v est une sous-solution locale non négative de
l'équation (5.22) (définition 1.6) et si a G C^(Q), il existe une constante
K telle que

(5.30) [ ^vïdx ^ K{ f (a2 + a>2 dx + f [ a2/? ̂ cl
Jîî Un t = 1 JQ J

Démonstration. — Puisque

a{v, (p) ̂  [ f^ dx V(p e @(Q), <p ^ 0
JQ

on a:

(5.31) a^^v)^ f /.(a2^^.
Jn

Mais de (5.15') on déduit

(5.32) ^ \\^\\b ̂  a^ ^v) + K([[ar||2. + ||a^||2.),

D'après (5.31) et (5.32) on a

^ IM2. ̂  I K||2. + K-darii2. + ||̂ |!2. + ||a/;.||2.)
d'où le lemme.

Remarque 5.1.—On démontre maintenant que dans l'énoncé
du théorème 5.1 l'inégalité (5.5) est encore valable si l'hypothèse
(5.2) n'est plus vérifiée, mais si l'on suppose que

(5.33) c e Ul\a\ d, e I/(Q) avec r > n.

En effet si u est une sous-solution de l'équation Lu = 0 on peut
écrire

(5.34) Lu ^ (d,u)^ - eu = (d,u + V^)^
où

Lu = -(ciij(x)u^ + fo,î . et V = œ, . ̂ ^^^
J F r!

(D^ étant une constante convenable. Il existe £ > 0 tel que rf^eL^1"^,
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ceL^2"^. Puisque ueL2 dans une boule Q(xo,po). on a rf^eL^0 ,
eu e L50 où

1-1 1 - ^ 1-1 ^ - ^
îo 2 n n SQ 2 n n

Grâce à l'inégalité de Sobolev on a V^. e L/°. Du théorème 5.6 on
peut déduire que u e L^ où

1 - 1 - £

r*o ~ 2 ^
dans une boule Q(xo,pi) avec pi < Pô- Alors

^+¥,,€1^ où 1 - + 1 - 2 8 .1 t^ 2 n n
Donc K e L^ où

* == . - 2 - dans Q(xo, ̂ 2) av^ Pi < Pr
L i Z. il

En répétant le même raisonnement on démontre que l'inégalité
(5.5) est valable.

6. Une famille de sous-ensembles de Q.

DÉFINITION 6.1.—Soit tî un ouvert de R" et soit P une constante
positive. On désigne par ^(j8, Q) la famille des ensembles E <= Q tels
que, pour chaque v e C^Q), nulle sur E, l'on ait

\v(x}\^^ J^L^ VxeO(6.1) |i;(x)| < fi ' . J . i dt Vx e 0
j x q

Remarque.—^ Ee^(/î,Q), reH^Q) et î; == 0 sur E, alors (6.1)
est valable presque partout dans Q.

On admet ici le théorème suivant.
THÉORÈME 6.1.— Si veîi^Q.) et v == 0 sur E avec E c: ^(^,iï),

ators i7 existe une constante fî' = ^'(j8, n), ^f/^ çu^

/ f |̂ )| dtV^-^
(6.2) mes{xe0;|d > or} ^ j8' ^————1\ o '
En effet le théorème 6.1 est une conséquence de la définition 6.1 et

du résultat suivant de la théorie du potentiel.
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Soit p. une mesure positive à support compact et soit

U^ - f ^(r)

^w-Jl^-r l"-1

le potentiel engendré par j^. Alors il existe une constante C = CQî),
telle que

/cfl^lV^'^mesîxeR^UïMxr} ^ pLm
\ a /

Pour la démonstration de ce résultat on peut voir [5], [22], [14;
Appendice].

THÉORÈME 6.2.—Soit Q un ensemble convexe. Soit M(9) la famille
des sous-ensembles de Q. tels que

(6.3) mes E $? 9 mes Î2 (0 < 9 ^ 1).

Ators i7 existe une constante fï = j8(n, Q) telle que

M(9)Œ^o).
\^ /

Démonstration.—Soit ^eC^O) nulle sur E; si xeE, alors la
formule (6.1) est évidemment vraie. Soit x ^ E; alors on considère la
fonction r -> v(x -\- rÇ) avec ^ e S", où S" est l'hyper-surface de la
sphère unitaire. Soit S =s { ^ e S" ; 3R : x + RÇ e E}.

Pour chaque ^ e S on a
r° ^

r(x) - v(x + r^) = — rfr

et si R est tel que x -h R^ e E, l'on a
/»2R

1^)1 < N^
^0

donc, si dœ est la mesure sur S", puisque |x — r)""1 dr dœ = dt, l'on a
/» ydiamîî /• /* 1 / \1

(6.4) \v{x)\dœ^\ \v^\drdœ^ \ ^ ^ ^ ^
Ji. ^ o ^s ^îl^ 'l

II suffit alors de démontrer que la mesure (n — l)-dimensionelle
de S, soit |S|, est bornée intérieurement.

En effet, on a :
/* /»diarnîî /- j ' /^\M

9mesQ^mesE^ dw\ r ' 1 - 1 dr ={————'-\•L\.
h J o "
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Donc

m^n-^0
(diam Q)"

De (6.4) il découle alors
, l(diamyf |̂ )|
' ' 9n mesQ JoF--^

( n \

c'est-à-dire: Ee^ ' i ï ) avec17 /

= lî i'11!0^
n mes 0

THÉORÈME 6.3.— Soit u(x) e H^l^co, R) et soit
A(k, R) = {x e I(xo, R); M(x) ^ /c} ;

5'f/ ^xfs^ deux constantes ko et 9, avec 0 ^ 9 < 1, r^e,s ̂
mes A(feo, R) < 9 mes I(xo, R) ;

alors, si h > k > ko, on a

(6.5) (h-k^mesA^R^-^^C f |̂ (r)| A
J[A(fc,R)-A(/î,R)]

avec C = C(9, n).

Démonstration.—Si k > ko, alors v = {u^ - {u}1' e H^XO, R))
et

mes{xe I(xo, R); r = 0} = mes{I(xo, R) - A(fe, R)}
> (1 - 9)mesI(xo,R).

Grâce aux théorèmes 6.1 et 6.2, en posant o - = h - / c - e e t e n faisant
£ -> 0, l'on a

/ f ^(Oldn^-^
mes A(h, R) ^ 0' JA(^R)-A^R)____

\ /! — k 1
d'où le théorème.

En utilisant l'inégalité de Schwarz on a :
COROLLAIRE 6.1.— Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème

6.3 on a
(6.4) (h - /^[mes A(h, R)?"-2^

^ C [ K(0|2 A. {mes A(k, R) - mes A(/z, R)}.
JA(&,R)
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DÉFINITION 6.2. — Un ouvert borné 0 c= R" est dit îï^(Sï)-admis-
sible s'il existe deux constantes fi et po, telles que pour p < PQ et
xe8SÎ l'on ait [15]

aQnI(xo,p)eWQ(xo,p)).

On peut aussi dire que 0 est Hâ(0)-admissible si pour chaque
p < PQ et XQe8Q et pour chaque u(x)eCl(Sî(xQ, p)) nulle sur
80. n I(xo, p) on a

M < p { J°4L<^>.
Jn^o,?)'" '1

DÉFINITION 6.3.— On dit qu'un ouvert borné Q de R" est de classe
S^ s ' i l existe deux constantes a, avec 0 < a < 1, et po ^^s q^, poi^
chaque XQ e 80. et chaque p < po on alt [10]

mes{I(xo, p) - Q(xo, p)} > a mes I(xo, p).
Grâce au théorème 6.2 on voit que s'il existe a avec 0 < a < 1 tel

que Q soit de classe S^ alors 0 est Hâ(0)-admissible.
Les démonstrations du théorème 6.3 et du corollaire 6.1 prouvent

le théorème suivant.
THÉORÈME 6.4.—Soit M^eH^Q^o, R)) avec XoeôO et soit Q

ïî^(Q.)-admissible ; si u{x) est nulle sur 80. n I(xo, R) alors les formules
(6.5) et (6.6) sont valables pour h > k > 0.

En utilisant les inégalités de Sobolev pour les potentiels on a

THÉORÈME 6.5.—S; ^eH^QKl < p < n) et v = 0 sur E avec
E e ̂ (/î, Q), ators il existe une constante /?' = /?'(/?, n, p) r^/^ que

(6.5) ML.̂ ) ^ j8T||uJ^)
où

J_ - 1 - 1
p* ~ p n

On démontre maintenant une inégalité qui généralise l'inégalité,
bien connue, de Poincaré.

THÉORÈME 6.6.—Soit A un ouvert convexe et borné de R" et soit
u(x) une fonction de H^A^l < p < n); alors il existe une constante
K = K(n, p), telle que

^ {^-"^'^^{M'''
où UA ^st ^ valeur moyenne de u sur A.
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Démonstration.—On peut se borner à supposer que ueC^À),
parce que, par continuité l'on obtient (6.6) si u e H^Q).

Soit y un nombre tel que
mes{x e A ; u ^ y} ^ ^ mes A
mes{x e A ; u ^ y} ^ ^ mes A.

Puisque
u(x) - y = [{u}, - y] + [{u}7 - y]

et les mesures des ensembles où {u}y - y et {u}7 - y sont nulles sont
^^ mes A, on a, grâce aux théorèmes 6.2 et 6.5

n \ \ i l ^ v (diamA)" , „\\u(x) - ylk^A) < K ^g^ I^HL^A)

où K == K(n, p).
Mais, puisque

I^A - y| < \(u - y)A| ^ ||^ - y^p^mesA)-^
et, aussi, parce que

1 1 ^ - ^A||LP-(A) ^ ||̂  - 7\\LP\A) + ||^A - y||LP-(A)

on obtient (6.6).
COROLLAIRE 6.2.—Sous les mêmes hypothèses que dans le

théorème 6.6, il existe une constante K = K(n, p) telle que l'on ait:

(6.7) [ \u(x) - u^dx ^ K^^/^ J |«^rfx.

Il suffit d'utiliser d'inégalité de Hôlder, pour déduire (6.7) de (6.6).

7. Continuité holderienne des solutions.

On considère encore l'opérateur elliptique
(7.1) Lu = -(a,jU^ + djU)^ + (b^ + eu).
On suppose que l'hypothèse (1.2) est vérifiée, mais ici, au lieu de

(1.3), on suppose que
f M ^ M

(7.2) j WelAti)
d,(x) e I/(Q), c(x) e I/^O) avec r > n.
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On utilise encore les mêmes notations que dans § 5 et, en plus, on
pose, pour XQ e 0 :

(7.3) m(r) = inf u{x\ M(r) = sup u(x)
^(xo,r) îî0co,r)

et

(7.4) o)(r) = M(r) ~ m(r).

On peut remarquer que m(r) et M(r) sont finis si u est une solution
de (5.22) (p > n) grâce aux théorèmes 5.4 et 5.5.

On démontrera les théorèmes suivants.

THÉORÈME 7.1.—Soit u(x) une solution de Lu = 0 (définition 1.4).
Alors u(x) vérifie une condition de Hôlder dans chaque compact de 0;
il existe deux constantes K et 2 avec 0 < À < 1, telles que si xeSî et
0 < p < R < dist(x, ôiï), on ait:

( f u^x}112/^
(7.5) œ(p)^K(^——) ^).

THÉORÈME 7.2.—Soit u(x) une solution locale de l'équation

(7.7) Lu =^ (/;.),

avec fi e Lfoc(O) pour p > n. Alors il existe deux constantes K et
2 (0 < 2 < 1) telles que s i x e f î e t O < p < R < dist(;c, 80) on ait

(7.8) œ(p) ^ K{( [ |u|2 dx)1/2 + Sll̂ .ll̂ o l̂p^
I\JÎÎ(JC,R) / J

THÉORÈME 7.3.—Soit G un ouvert borné et soit u(x) une solution
dans H^G n Q) de l'équation (7.7) avec f, e L^G n Q) pour p > n
nulle sur ôSî n G. Si G n fi est tî^{Sî)-admissible (définition 6.2) alors
u(x) vérifie une condition de Hôlder sur G r\ Q c.à.d. il existe deux
constantes K et 2 (0 < 2 < 1) telles que, si xeG r\Çiet ft(x, R) c G,
on ûfr (7.8).

Si G ^> Cl, de façon que G n Q = Q, on a, au lieu de 7.8, l'inégalité
suivante

(7.9) œ(p) < K 1 H/.ll^
1 = 1

toutes les fois que pour le problème de Dirichlet il y a unicité.
Nous aurons besoin du lemme suivant.
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LEMME 7.1.—Soit (p(h) une fonction positive et non croissante,
définie pour h e [fco, M], telle que si ko < k < h < M, Von ait

(7.10) (h - kY^hf ^ C[M - kY[(p(k) - (p(h)]
où a, fS, C sont des constantes positives. Alors on a

(7.11) l im<p( /0==0
h-»M

^, ^n p/M5, si l'on pose k^ = M — —_—° (s = 1,2,...) l'on a

(7.12) <p(fej ^ (rc^Y.
\ ^ /

Démonstration. — Puisque

_ M - fcp _ M - f e p
^s ~" ^s-l — ——y——5 lvl ~ ^s-l — —^s="i—

de (7.10) on déduit

(p(fe,)^C2a[(p(fe,-l)-<p(^)];

en sommant pour 5 = 1, 2 , . . . , N et en remarquant que (p(ks) ^ v(k^)
l'on a

N|<p(̂ f < 2aC[(p(/Co) - <p(M

d'où (7.12).
Nous démontrerons d'abord le théorème 7.1 dans le cas c =. di = 0.

Dans ce cas, on a

LEMME 7.2.—Soit u{x) une solution locale de l'équation elliptique
Lu = 0 (définition 1.4).

Si, pour XQ e 0 ̂  2R < dist(xo, 30), on a

(7.13) mes A(feo, R) < i mes Q(xo, R)
. , M(2R) + m(2R) ,

ou feo = —^——5—-—-. ^lors

(7.14) lim mes A(/ï, R) = 0.
/i-+M(2R)

Démonstration. — Puisque c = à, == 0, du corollaire du théorème
3.5 il découle que v = max(K — k, 0) est une sous-solution non
négative par rapport à L. Il faut remarquer que, grâce aux condition
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c == df = 0, k peut être un nombre quelconque, positif, nul ou
négatif.

Alors, d'après le lemme 5.2, en prenant aeCâ(Q(xo,2R)) avec
a == 1 dans Q(xo, R) et |o^[ ^ -_ , on a1\

| |u,|2 rfx ^ — f (u - k)2 dx ^ C'[M(2R) - fe^R"-2.
JA(fc,R) s^ JA(fc,2R)

D'après le corollaire 6.1, on a aussi pour h > k > ko

(/î-^mestA^.R)]^-2^

^ C[M(2R) - ̂ R^tmes A(fe, R) - mes A(/î, R)]
Alors grâce au lemme 7.1 on a (7.14).

LEMME 7.3.—Soit u(x) une solution locale de l'équation elliptique
Lu = 0 ; alors il existe une constante r\ < 1 telle que si x e 0, ^
P < Ré? ^o?î a^

(7.15) œ(p) ^ riœ(4p)

Démonstration. — Puisque c = d, = 0, on peut toujours supposer
que (7.13) est vérifié ; en effet si (7.13) n'est pas vérifié alors la solution
v = —u, satisfera à (7.13) car

mes{x e îi(xo, R); u(x) ̂  k} -h mes{x 6 Q(xo, R); u(x) ^ k}
S? mes t2(xo, R).

Grâce au théorème 5.2 où, au lieu de k^ on pose

k -Mf2^ M(2R) - m(2R)KN - M(2K) — ————^^————

on a

M(§) ̂ , + K[M(2R) - ̂ î-̂ lj'-"'2

avec 9 > 1. Mais, grâce au lemme 7.2, on peut choisir N suffisam-
ment grand de façon que

rmesA(fc,^R)1<9-1)/2 1
^——R"——J < 2
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et alors, on a

M^ < M(2R} M(2R) - m(2R)
\"2/ Mi2K) ~ ———y^———

fR\d'où, en remarquant que: m[—j^ m(2R), on a

œ(^^œ(2R)(^l-^)

et le lemme est démontré.

LEMME 7.4.—Soit G un ouvert borné et soit une solution dans
H1 (G n 0) de V équation Lu = 0, nulle sur 80. n G. Si G n Q est
îi^(0)-admissible (définition 6.2), alors si XQ e G n 80. il existe une
constante r\ < 1 telle que l'on ait (7.15).

On peut répéter la démonstration du lemme 7.3, en remarquant
que l'on peut toujours supposer, en changeant éventuellement u en

, M(2R) + m(2R) . , .,. , „ ,
—u, KO = ————-———— > 0; alors on utilise le théorème 5.3 au

lieu du théorème 5.2.

LEMME 7.5.—Si co(p) ^ r]œ(4p) {p < R) avec ri < 1, alors il existe
/(O < 2 < 1) et K tels que

œ(p) ^ Kp\

Ce lemme est un cas particulier du lemme suivant

LEMME 7.6.—Si, pour r\ < 1, H > 0, a > 0, on a

co(p) ^ r]co{4p) + Hp", p < po < 1 ;

alors il existe ^(0 < / < 1) et K tels que

œ(p) ̂  Kp\

Démonstration [15].—Soit a tel que ^ < a < 1 et soit fî tel que
4^ == a < 1; on pose alors A = min(a,j8).

D

Si -j- ^ p ^ R < po on a. en posant

M = sup ̂
(R/4,R) ?

œ{p) < Mp^.
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R RDonc, si .2 3$ p ^ ^ on a, compte tenu de ̂  ^ p2,

co(p) ̂  ̂ Mp^ + H//
R Ret, en général, si ^-r ^ p ^ ^ on a

f l-1 1œ(p) < < M(4^)1 4- H ^ (4^)4?'
^ s=0 Js=0

^ (Mal + r",)"^ (M + r"»)""-
Démonstration du théorème 7.1 rfûns ^ cas c = d; = 0. _ Le

théorème découle du lemme 7.3 et du lemme 7.5.

Démonstration du théorème 7.2 dans le cas c = d, = 0. — On pose
u = F + w où r est la solution dans Hâ(îî(x, 8p)) de l'équation (7.7);
alors w est une solution de Lw = 0. On utilise le théorème 7.1 et le
théorème 4.2 [où N est nul puisque si p est petit, la forme a(u, v) est
coercitive sur Hà(Q(x, 8p))] et l'on obtient l'inégalité

œ(p) ̂  rjœ(4p) + Hp1-^.
Alors grâce au lemme 7.6, on démontre le théorème.

Démonstration du théorème 7.3 dans le cas c = d- = 0._La
démonstration est pareille à celle du théorème précédent.

Il faut utiliser le théorème 5.3 au lieu du théorème 5.1.

Démonstration des théorèmes 7.1, 7.2 et 7.3. — On peut se ramener
aux théorèmes 7.2 et 7.3 dans le cas c = d, = 0. En effet on peut
écrire

Lu = Lu + eu 4- (d^
ou

L = -(a,j{x)u^ +&^..

Puisque u est borné, grâce aux théorèmes du § 5 on a : eu e L'72,
d,u e L' avec r > n. Donc une solution de l'équation (7.7) est aussi
solution de l'équation

^ = s œ..
1=1



LE PROBLÈME DE DIRICHLET 237

où fi e 1̂  avec p > n. En effet

/— fi + ̂  + V,.

où V est une solution de l'équation AV = eu (donc V^.el/"^2""^).
Enfin (7.9) est conséquence de (7.8) et du fait que, puisque l'on

suppose l'unicité du problème de Dirichlet, on peut majorer \\u\\^2
par Z|[yf| |L2 (Remarque 4.5).

8. L'inégalité de Harnack.

On considère encore l'opérateur elliptique (5.1)

(8.1) Lu = -(dijU^ + djU)^ + {b,u^ + eu}
et on suppose, dans ce paragraphe que les hypothèses (1.2) et (7.2)
sont vérifiées.

On désigne pour Q(x, p) le cube de centre x et de côté p.
On démontre ici le théorème suivant (qui généralise un théorème

de Moser [11]).
THÉORÈME 8.1.—Soit u une solution locale de l'équation Lu = 0

(définition 1.4) positive dans Q.
Alors pour chaque compact G tel que G c= Q il existe une constante

positive K, indépendante de u, telle que

(8.2) max u < K min u.G G
La constante K dépend de v. M, c, b^ d^ G, Q.
La démonstration de ce théorème sera faite dans la suite.
THÉORÈME 8.2.—Soit u une solution locale (définition 1.4) positive

n

dans Q de l'équation Lu == ^ (fi)xi ou fie L^SÏ) avec p > n. I l existe
1=1

une constante K telle que, si XQ e Q et p est suffisamment petit on a :

(8.3) max u ^ K ( min u + S| MLpmP1'^^'
Q(xo,p) \Q(xo,p) }

Démonstration.—Le théorème 8.2 découle du théorème 8.1 et du
théorème 4.2.

Soit XQ un point quelconque de Q et ô = dist(xo, 30).
Soit R < ô et suffisamment petit de façon que la forme a(u, v)

associée à L soit coercitive sur H^(Q(xo, R)) (voir théorème 3.1).
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Si 2p < R on pose u = v + w où w est la solution dans H^(Q(xo, 2p))
de l'équation Lw = S(^L, ; ̂  est une solution de l'équation homogène
Lr = 0 avec v = u sur 5Q(xo, 2p). Grâce au principe du maximum
(théorème 3.6) v est positive dans Q(xo, 2p). Alors d'après le théorème
8.1 on a

max v ^ K min y.
Q(xo,p) Q(xo,p)

Mais on a

min v 4- min w ^ min u ^ max M < max v + max w
donc

max M ^ max v -h max w ^ K min v + max w
Q(xo,p) Q(xo,p) Q(xo,p) Q(xo,p) Q(xo,p)

^ K( min u — min w\ 4- max w ^ K min u + K max [vv|.
^(xo,?) Q(xo,p) ' Q(xo,p) Q(xo,p) Q(xo,p)

Mais, d'après le théorème 4.2, on a
mîiY Iwl <: I^Tll fil nl-("/P)max |W[ ^s is. ^||Ji||LP(îî)P

Q(^o,p)

d'où le théorème.
COROLLAIRE 8.1.—Si l'opérateur L vérifie (1.2), (7.2), ators ^5

solutions non négatives de Lu = 0 sont positives ou identiquement
nulles.

Soit t2' un ouvert avec Çîf c: tl En effet, si min u == 0, alors
si'

v = u + s(s > 0) est une solution de l'équation
Lv = s[c - (^)J.

D'après le théorème 8.2 on a,

max y ^ Ke(l + ||c||Lr/2 + K-HL-)-

Donc, max M = 0.n'
COROLLAIRE S.2 (Principe fort du maximum).—Si l'opérateur L

vérifie (1.2), (1.3) et c = (di)x, = 0, ûtors un^ solution de l'équation
Lu = 0 ç^f atteint son maximum ou son minimum en un point de Q est
constante.

En effet soit M la valeur du maximum, atteinte au point XQ e 0.
Alors dans Q(xo, 2p) la fonction

v = M — u + £
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est, pour chaque e > 0, positive et min v = £. Puisque c = {d^. = 0,
Q0co,p) '

v est solution de l'équation Lv = 0, donc

M — min u = max v ^ K£
Q(^o,p) QOco.p)

d'où le corollaire.
Pour démontrer le théorème 8.1, nous aurons besoin des lemmes

suivants.

LEMME 8.1.—Soit u une solution locale positive de Lu = 0 et soit
p e R ; alors la fonction v == ^ satisfait à l'équation non linéaire

(8.3) -(a,,i .̂ + (fc, - d^ + p[c - {d^]v = ( 1 - l\^v^

et il existe une constante K(p\ finie pour p ^ ^ telle qu'on ait

^ij^x,

(8.4) f ^dx ̂  K(p) ! (a2 + a>2 dx
Jo Jn

et,

a \2 /2* /<
(8.5) Wdx) ^ K(p) (a2 + ^)v2 dx.

-î / Jn

Démonstration. —Pour démontrer (8.3) il suffit de faire une vérifica-
tion. En multipliant (8.3) par a2^ on a

/ i\ r r r2 ~ n ^^x^x = -2 a^a^vv^dx - (&, - d^vv^dx
\ ^ / J n Jn Jn

-p ca2^2^ - p | ^(a2^.^.
Jn JQ

Donc, en prenant les valeurs absolues, on a

v 2 - „ I a2^ dx ^ 2 | [a,, ai; aj. |î;,J dx + f [&, - d^v\v^ dx
v ^ JSÎ Jçi

+|p| f |c|aVdx+|p| f |^||(aV)Jdx.
Jn Jn

En utilisant les inégalités (5.12), (5.13), (5.14), (5.15) on obtient (8.4).
De (8.4), grâce aux inégalités de Sobolev, on déduit (8.5).
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LEMME 8.2.—Soit u une solution locale positive de Lu == 0; alors
la fonction v = \ogu satisfait à l'équation non linéaire

(8.6) ~(a,,^. + (fc, - d^ + c - (^ - â,,r^. = 0.

H ^xf5re une constante K r^ gué?, si XQ çQ. et 2p < dist(xo, 50)
l'on ait:

(8.7) f [i;- v^dx^ Kp"
JQ(JCO,P)

où I;Q indique la valeur moyenne de v sur Q(xo, p).

Démonstration. — II est Facile de vérifier (8.6). En multipliant par
a2, avec a e C^(Q) et en faisant l'intégration par parties on a

a^v^dx = 2 | a^ao^.dx + f (fc, - rf,)a2^.
^n Jn Jn

(8.8) F .
+ o^c dx + 2 di-aa^ .̂ dx.

Jn Jîî l

Soit a = 1 dans Q(xo, p), a = 0 hors de Q(xo, 2p) et |a^| ^ -. De
(8.8) on déduit qu'il existe une constante K telle que ^

f vïdx ^ Kp"-2.
JQ(xo,p)

D'où, grâce à l'inégalité de Poincaré (6.7) on obtient (8.7).

LEMME 8.3.—Soit u une solution locale de Lu = 0 et positive. I l
existe deux constantes positives a et fi telles que, si XQ e Q et

2p < dist(xo, 50),
l'on ait

/1 r v^ /1 r \ - i /a
(8.9) („ \u\-dx) ^0,J |u|-^x) .

v^ ^Q(xo,p) / \^ JQ(XO,P) /

Démonstration. — On pose u = log M et l'on a, du lemme 8.2

|i; - Î;Q| dx ^ ( ] |t; - i;Q[2 dx\1p^2 < Kp".
^(xo,?) \JQ(XO,P) )
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Alors, grâce à un théorème de F. John et L. Nirenberg [6] il existe
deux constantes positives a et fî telles que

| ^|r-^|K-i ̂ ^ ppn
^Q(XO,P)

d'où

| éï~a(î;-(;Q)K-lrix ^ pp\
JQ(XO,P)

! ^(l;-rQ)K-lrfx ^ pp"
JQ(XO.P)

et, en multipliant, il s'en suit

f e^1 dx. f ^-at;K-l dx ^ P2?2".
^Q(xo,p) ^Q(xo,p)

En remplaçant aK~1 par a, fi2 par fi et en posant v = logu on
obtient (8.9).

LEMME 8.4.—Soit u une solution locale positive de Lu = 0; alors
si XQ e 0, Ip < dist(xo, 3Q), on a

( i r \1^(8.10) max u ̂  K — uq d x } si q ̂  1
^ \P n]^2p, )

/ l r \^lq
(8.11) m m u ^ K ( — [ vfi àx \ si q<0

Q^o.p) VP" Jç^^ /

où /a constante K dépend de q et de v, fc^ , ||c||Lr/2, |]û?i||L^

DÉMONSTRATION.—Du lemme 8.1 on déduit que si p < 0 ou
p ^ 1 la fonction v = i^ est une sous-solution locale par rapport à
l'opérateur

--(W.L, + 0f - ̂ )^. + P[c - (di)^]v.
Alors en utilisant la remarque 5.1 relative au théorème 5.1 on a,

si p < 0 ou p > 1

max ^< K(\ ! u^dx}2.
Q^) \P JQ(:co,2p) /
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En posant q = 2p si p ^ 1 et q = —2p si p ^ 0 l'on obtient (8.10)
et (8.11).

Démonstration du théorème 8.1.—Du lemme 8.4 et du lemme 8.3
on déduit qu'il existe deux constantes positive K et a telles que

/ 1 y M/a
(8.12) min u ̂  K — u ^ d x } .

Q(^o,pi) \Pl JQ )

D'autre part, d'après le lemme 8.4 on a

(8.13) max u < Kf 1 - S^dx}2.
Q^O,P2) \/^J 1 ' /

Pour achever la démonstration il suffit de démontrer qu'il existe
une constante K telle que, pour p^ > pi, l'on ait

/ 1 r V2' / 1 r v^(4 ^ d x } ^Kf-,- u-dx} .
(8.14) WQ(^) ; WQ^ Y
Si (8.14) est valable on a avec une constante K convenable

(8.15) max u ^ K min u ^ K min u;
Q(xo,pi) Q(.<"o,p2) Q(.<o,pi)

le passage de (8.15) à (8.2) se fait alors de façon standard par recouvre-
ment fini. ^

Pour démontrer (8.14), on pose ^ = ——^ = — et on suppose que

l'exposant a à droite de (8.14) soit tel que ay5 -^ 1 pour s entier (il
suffit éventuellement de prendre a un peu plus petit). Soit h un entier

tel que a/1 S? 2. On pose ^ = a/5 et r, = p^ - »s , et l'on

utilise le lemme 8.1 avec a = 1 sur Q(xo,^+i) et a = 0 hors de
. , , , , 2 2hQ(xo, rj et |a,| < ,———, = ,——-.

rs+l ~" rs Pl~ Pi
On obtienta \ i / ( î s+1) c / r \ l /a

u^^dx} ^,————^i{ u^dx}
^co,̂ ) 1 (P2 - Pl)2^ UQ(,O,.) ^

et en multipliant pour s = 0,1,..., h — 1, on a

/1 r v^" c'o^oT^^ /1 r v^
(- ^) ^ (, ^^a-^) (- "a^)
\^lJQ(xo,p,) / {p2 p l ) ^^Q^o^) /

d'où (8.14) si ̂  ~ p l ^ r > 0
P2
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Remarque 8.1.—Du théorème 8.1 et du théorème 8.2 on peut
déduire les théorèmes 7.1 et 7.2 [11]. La raison pour laquelle nous
avons donné les démonstrations de § 7 est seulement que la méthode
utilisée là donne aussi la régularité des solutions au bord de Q.

Il suffit de démontrer le théorème 7.2 dans le cas où c == d, = 0
parce que le cas général s'en déduit.

Dans ce cas les fonctions v = M(2p) — u et w = u — m(2p) sont
solutions positives dans Q(xo, 2p) des équations

Lv =-i œ,i'= i
Lw = 1 (./,)„.

1=1

Grâce au théorème 8.2 on a alors

(8.16) M(2p) - m(p) ^ K[M(2p) - M(p)] + H^/JI^?1-^
(8.17) M(p) - m(2p) ^ K[m(p) - m(2p)] + tî^M^^-^
Les constantes K et H peuvent être majorées uniformément par

rapport à p pour p ^ po, car par homothétie on peut réduire
Q(XQ, p) à Q(xo, po) en obtenant une équation dont les coefficients
sont bornés par des fonctions indépendamment de p.

En faisant la somme de (8.16) et de (8.17) on a:

œ(2p) + co(p) ^ K[œ(2p) - œ(p)] + 2H ^ ||/,| i^o)?1-^
i= i

d'où

œ(p) ^ ̂ T^^2^ + "I^IlL^P1"^

et la conclusion suit du lemme 7.3.

9. La fonction de Green.
Le but de ce paragraphe est d'étudier l'existence et les propriétés

de la fonction de Green pour le problème de Dirichlet relatif à
l'opérateur (1.1).

On suppose dans cette section que (1.2) est vérifié, que

( |a,,(x)| ^ M

(9.1) j fc,(x) e L"(Q), d,{x) e U{Q) {i = 1 ; 2 , . . . , n)

c(x) e L'̂ Q) avec r > n,



244 GUIDO STAMPACCHIA

que 0 est H^(î2)-admissible (définition 6.2 ou 6.3) et, en plus, que

(9.2) c - (d^ ^ co > 0.

Il faut remarquer que si, au lieu de L, on considère l'opérateur
adjoint L*, il faut échanger b^ avec d^.

Donc dans (9.1) il faut supposer

(9.1') &,(x)eL/(n), rf^elAO)

et au lieu de (9.2) il faut supposer

(9.2') c - (b^ ^ co > 0.

On a déjà défini dans la § 3 l'opérateur de Green G; par rapport
à l'opérateur L + L Soit 2^ A; les théorèmes 4.4, 4.5 et la remarque
4.6 donnent des propriétés d'inclusion pour G; et G^.

On peut maintenant, grâce au théorème 7.3, affirmer que, si Q est
Hi(Q)-admissible, G,, est un opérateur linéaire et continu de H~ ̂ (Q)
avec p > n dans C°(Q) et donc G^ est un opérateur linéaire et
continu de l'espace des mesures à variation bornée dans H^'4 avec

n -a < ——-. Donc on posen — 1

DÉFINITION 9.1.—Si ^ est une mesure à variation bornée, à support
dans Q, on dit que la fonction ueLl(Q.) est une solution faible de
l'équation

(9.3) Lu = [i
qui s'annule sur 8SÎ, si

r r
(9.4) uL*<p dx = (p dfi

JQ Jo

pour chaque fonction (p e H^Q) n C°(Q) telle que L*(p e C°(Q); L* est
l'opérateur (1.6) adjoint à L.

Puisque Q est Hà(Q)-admissible, la classe des fonctions (p est non
vide (théorème 7.3).

Il serait mieux de dire « solution faible du problème de Dirichlet »
plutôt que solution faible de l'équation (9.3).

THÉORÈME 9.1.—Si 0 est îî^(Q.)-admissible (définition 6.2) et si ^
est une fonction d'ensemble à variation bornée, il existe une solution
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faible u et une seule, nulle sur SQ. (définition 9.1) de l'équation

(9.5) Lu + /M = [i
si A ̂  A, A étant le spectre de L.

La solution u appartient à H^^(Q) 5; q < ——. et il existe une

constante K telle que

(9.6) |U||H^)^K[|^| (q<-^-\
J \ /

où J|d/z| indique la variation totale de [i.

Démonstration. — Si A ̂  A, G^ est un opérateur linéaire et continu
de H'^n) avec p > n dans C°(Q), et l'on a (théorème 4.3), pour
toute fonction ^ e C°(Q) :

(9.7) max|G*(A| ^ K||^HH-I,P (p > n).

Mais, si u est une solution faible de l'équation

Lu + /M = IÂ
qui s'annule sur 30, on a

(9.8) f u^dx= f G*(<A)^
Jo Jo

pour tout ^ e C°(Q).
Évidemment il existe au plus une fonction qui satisfait à ces

conditions. De (9.4) et (9.5) on a, pour chaque ^ e C°(Q):

f u^dx ^K|<A||H- i .p. \W[
Jn J

Puisque C°(Q) est dense dans H'^Q), on obtient (9.6).

Remarque 9.1.—Si [JL est une mesure positive et si, au lieu de (9.1)
et (9.2) on suppose (9.1') et (9.2'), alors la solution de (9.5) est non
négative sur Q si /l ^ 0. *

En effet, puisque le principe du maximum est valable dans cette
hypothèse pour l'opérateur L* + 2, on a

GÎ((A) > 0 si \l/ ^ 0.
Donc de (9.8) résulte la remarque.
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Nous démontrerons maintenant que la solution u peut être
approchée par une suite de solutions d'équations à coefficients
continus.

Considérons une suite de régularisantes a,(x) ayant les propriétés
suivantes

(i) a,(x) e C^R")

(ii) a,(x) ^ 0

(iii) a,(x) = 0 si |x| ^ ^-

(iv) j a,(x)rfx = 1.
JR"

Soit â^(x) le prolongement de a^x) à R" défini par o,/x) = v - < .̂
hors^de Qj et soient b^ c, d, les prolongements de b^ c, d, à R" définis
par Ki = ^ = 0, c = CQ, hors de Q. Posons

a<5) = a,, * a,, b^ = fc, * a,, c^ = c * a,, rf^ = J, * a,

et soit

(9.9) L^u = -(a^ + d^u)^ + (b^u^ + c^).

Evidemment les coefficients de L^ satisfont aux mêmes hypo-
thèses (1.2), (9.1) et donc, si 2 > 2 où A est suffisamment grand, la
forme associée à L^ + A est coercitive sur Hâ(îî) (i peut être choisi
indépendant de s).

On peut alors considérer la solution faible u^ de l'équation

(9.10) (L^ + 2)^ = /,.
On a alors le théorème :

THÉORÈME 9.2.—Soit p. une mesure à variation bornée et soit u^
la solution faible (définition 9.1) de (9.10) avec 2 > I (convenable).
Alors la suite {u^} converge vers la solution faible u de

(9.11) (L + 2)u = ^

faiblement dans H^'9 si q < ———, et, par conséquent, fortement dans

U\fî) où (^ < ̂ -^
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i) Si ^ == \1/ dx avec \l/ e U, où 1 < p ^ —n afors /a s^(? {u^}

converge faiblement dans H(^* et fortement dans L^Q) vers u.

ii) Si ti = \{/ dx avec if/eL^ où p ^ —n alors {u^} converge

faiblement dans Hi(0) et fortement dans L^Q) vers u (—— = - - 2}
\P** P n ) '

iii) Si /^ == ^ rfx âî c ^ e L^ où p > n afors {^(s)} converge faible-

ment dans H^(Q) ^î uniformément vers u.

Démonstration. — On considère, d'abord, le cas iii). Alors la solu-
tion u^ est une solution dans H^(Q) au sens de la définition 1.3
c.à.d. satisfait la relation

(̂î , (p) + ̂ i/^, (p) == f (/^(p rfx
Jo

où a^u, v) est la forme associée à l'opérateur L^.
Il découle du théorème 3.3 que H^HH^) est uniformément bornée

et du théorème 7.3 que les fonctions {u^} satisfont uniformément
à une condition de Hôlder.

Donc, il existe une suite s,, telle que u^ converge faiblement dans
H^(Q) et uniformément sur Q vers une fonction u continue qui
satisfait à une condition de Hôlder. À la limite, pour s^ -> +00, on
trouve r

a(u, (p) + A(u, cp} = { ^(p dx V<p e ̂ (Q).
Jn

Donc u est la solution dans H^(Q) de (L + 2)u = ^.
Puisque cette solution est unique, la suite {u^} elle-même doit

converger.
Les cas i) et ii) se démontrent d'une façon analogue.
Considérons le cas où IJL est une mesure. La fonction u^ vérifie la

relation

(9.12) f u^dx= f (p^d^i
Jsî Jsî

où (p^Çe H^(Q)) est la solution de l'équation

(L^* + ^(p^ = il/
pour ^ e C°(Û).
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On a démontré déjà que (p^ converge vers (p uniformément sur
ft et faiblement dans H^(0) vers la solution (p de (L* + X)(p = ^.

Grâce à (9.6) I^HH^O) avec q < _ est uniformément borné;

donc il existe une sous-suite qui converge faiblement vers une fonc-

tion u e H^(tî) q < ——— . En passant à la limite dans (9.12) on a

f u^dx= f (pd^i= f GÎQA)^
JQ Jn Jn

pour tout ^eC°(iï). Donc u est la solution faible au sens de la
définition 9.1 de (L + 2)u = fi.

Évidemment c'est toute la suite {u^} qui converge.

THÉORÈME 9.3.—Soit u la solution faible de (9.11), avec 2 ^ 0, où
IÂ est une mesure positive et soit E le support de fi. Si au lieu de (9.1)
et (9.2) l'on suppose: (9.1') et (9.2'), alors on a

(9.13) u e îî^(Sî - E) n C°(iï - E).

Démonstration.—On considère la suite {u^} des solutions des
équations approchées (9.10).

Grâce à la remarque (9.1) on a: u^ ^ 0.
D'autre part, pour tout (p de Q(Q. — E), on a

a^i^, (p) + ^(s), <p) == 0.
Donc u^ est une solution locale positive dans H^(Q - E). D'après

l'inégalité de Harnack on a, si Q' c Q:

(9.14) maxi^ < Kmini^,
n' Q'

où la constante K ne dépend pas de s. La remarque 8.1 entraîne
que

u^eC^Q') (0 < a < 1)
uniformément et donc u e C^Q').

Puisque, de (9.14) et (9.6) on déduit

max u^ ^ K'| u^ \^^ ^ K" f \d^\

où g* < _ , grâce au lemme 5.2, le théorème en découle.
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DÉFINITION 9.2.—On appelle/onction de Green g^(x,y) pour le
problème de Dirichlet relative à l'opérateur L + 2 au point y, la solu-
tion faible, au sens de la définition 9.1, de l'équation

(L* + 2)u = 6y

où ôy est la mesure de Dirac au point y.
Le théorème 9.1 entraîne que g^(x, y) existe pour 2 ̂  A et

g,(x,>OeH^(Q) avec q < -^.

De la remarque 9.1 il suit que, pour A ^ 0, on a

(9.15) g.(x,y)^0.

La solution u e H^(Q) n C°(Q) de l'équation
L*U -h AU = \^

avec ̂  e C°(Q) est évidemment donnée par la formule
f

<v) = g^ y}^W dx.
Jçi

THÉORÈME 9.4.—Pour chaque mesure /^, à variation bornée,
l'intégrale

(9.16) u(x)= f g ^ y ) d ^ ( y )xV^? .
n

est finie p.p. si A $? 0 et, si l'on suppose vérifié (9.2') au lieu de (9.2), ̂
donne la solution faible (définition 9.1) de l'équation

(9.17) Lu + AU = /^.

Démonstration. —On peut supposer que ^ est une mesure positive.
Soit \1/ e C°(Q) et non négatif et soit (p la solution dans

H;(Q) n C°(n)
de l'équation

(L* + A)cp = ^.
La fonction <p est positive et elle est donnée par la formule

r
^(y} = g^x, y)\l/(x) dx.

Jn
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Alors, grâce au théorème de Fubini, l'intégrale
f

g ^ y ) d ^ ( y )
JQ.

existe p.p. et l'on a

f (p(y)d^(y)= f [ g^y)^(x)d^y)= f ^x)u(x)dx'.
Jo. Jo Jo JQ

cette identité est valable pour chaque ^ e C°(Q) et donc la fonction
u(x\ donnée par (9.16), est la solution faible, au sens de la définition
9.1, de l'équation (9.17).

Remarque 9.2. — La fonction de Green gj(x, y) relative à l'opérateur
L* + 2 est donnée par la formule

gl(̂  y} = g^y. 4
THÉORÈME 9.5.—Soient u^ et u^ deux solutions faibles au sens

de la définition 9.1 de

L*i^ + /KI = j^i et Lu^ + 2^2 == /^2
où A > 0; on suppose à la fois (9.2) et (9.2'}; alors on a

(9.18) f u,(y)d^(y} = f u^(x)d^(x) = f f g,(x, y)d^(x)d^(y)
Jo JQ J J î î x O

rfans ^ ^yîs que si l'une des intégrales existe, l'autre aussi existe et
elles sont égales.

Le théorème est une conséquence du théorème 9.4, de la remarque
9.2 et du théorème de Fubini.

Supposons maintenant que L soit à coefficients e C^R") et soit
2 > A de façon que la forme a(u, v) + A(^, v)^2 soit coercitive sur
H^(Q). Soit g^(x,y) la fonction de Green au point y , pour y e Q . soit

(9.19) J,- {xeQ;g^,x)^a}.
Puisque les coefficients e C°°(R"), Ja contient un voisinage de y.

LEMME 9.1. — On a

(9.20) ^P^^

où cap J^ est la capacité par rapport à la forme a(u, v) + /l(u, 1̂ 2
(définition 3.1).
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Démonstration. — Le potentiel capacitaire u de J^ est = 1 au point
y et il satisfait à l'équation Lu + AU = /^, où ^ a son support sur
8î^. Donc on a

1 = u{y) = [ g,(y, x) d^Çx),
et, puisque g; [y, x) = a sur 8J^ on a (9.20) et le lemme est démontré.

Soit Ey la boule de centre y et de rayon y, et soit

a = ming;(y,x);
OLy

alors, grâce au principe du maximum, on a £„ c: J^ (il faut utiliser
la remarque 9.1 pour l'opérateur adjoint). Alors du théorème 3.10
on déduit

1 v ^ y 1 1„ cap £y ^ cap J , = - =
K^ -———^ a-ming^x)

o'Ly
D'une façon analogue, si

max g^y, x)
e'Ly

l'on a

K cap £y ^ cap Jfc == , =b max g;[y, x)^
Donc, on a
(9.21) K-1 min g; ,̂ x) ^ (cap Ey)-1 ^ K max g,(y, x).

ël.y ÔI.y

Mais g^(y, x) est une solution locale positive dans Q — {y} de
l'équation (L* + 2)g;^ == 0 (voir théorème 9.3 pour l'opérateur
adjoint), donc, grâce à l'inégalité de Harnack, il existe une con-
stante KI telle que

(9.22) max g,(^ x) ̂  K, min g^, x).
8^y ÔI.V

II faut remarquer que la constante K^ peut être choisie indépen-
dante de y parce que, par homothétie, on peut réduire Sy à une boule
fixée en obtenant une équation dont les coefficients sont bornés
indépendamment de y.

De (9.21) et (9.22) il découle, qu'il existe une constante K telle
que, sur 5£y, on a:

K-^capS,)-1 ^ g^,x) ^ K(capE,)-1.
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Soit maintenant L un autre opérateur à coefficients e C^R"),
elliptique et satisfaisant aux mêmes hypothèses que L. Soit g^^{x,y)
la fonction de Green de L 4- 2i et soit cap E la capacité de E par
rapport à la forme bilinéaire associée à L + A I .

Le nombre 2^ est choisi suffisamment grand pour que la forme
associée soit coercitive sur H^(tî). Alors on a

K-^capZ,)-1 ^g^x)^K(cap^r1 .
En utilisant le théorème 3.11 il s'en suit qu'il existe une constante

K telle que
K-^^.x) ^ g^x) ̂  Kg^(x,jQ.

En particulier si, pour n ^ 3, on considère l'opérateur L et l'opéra-
teur de Laplace (dont la forme associée est coercitive), on en déduit
que la fonction de Green g^(x, y} par rapport à L + A, avec A suffisam-
ment grand, vérifie, dans un voisinage de y , les inégalités :

(9.23) |-———-Vn^Ï ̂  S^ ̂  ̂  L-———-\n^2-^_^ -2 -^^^_^

En utilisant le théorème 9.3 pour l'opérateur L* on en déduit que
g^ x) e H^(Q - {y}) n C°(û - {y}).

En utilisant enfin le théorème de convergence 9.2, on démontre
le théorème suivant.

THÉORÈME 9.6.—Si l'opérateur L vérifie les hypothèses (1.2),
(9.1), (9.2) et si Q. est îî^(Q.)-admissible, alors il existe une fonction
de Green g^(y, x) par rapport à l'opérateur L + A avec 2 suffisamment
grand (pour que la forme associée soit coercitive sur H^(Q)).

La fonction g^(y, x) appartient à H^(0) avec q < ——, et si n ^ 3,

elle vérifie, dans un voisinage de y, les inégalités (9.23),' elle est con-
tinue (hôlderienne) dans Q — {y} et appartient à H^O — {y}),

On démontre maintenant.
THÉORÈME 9.7.—Les conclusions du théorème précédent sont

vraies pour g^(y, x) si 2^0 .

Démonstration.—Si la mesure de Q est suffisamment petite on
peut choisir dans le théorème précédent 2 = 0 et donc le théorème
9.7 est contenu dans le théorème 9.6.
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Si i > 0, soit 0 < A < 1 Alors v = g;(>», x) satisfait à l'équation

(9.24) v + (A - I)Gy = G ,̂ = g-,(y, x)

qui est une équation de Riesz-Fredholm dans L^ avec q < ——-

car G\ est un opérateur compact de L^ dans lui même.

Puisque v e L9*, alors w = G^r e L5 où s < ——. si n > 4, s est

un nombre quelconque si n = 4, et w est borné si n < 4.
Dans ce dernier cas le théorème se démontre aisément. Soit n ^ 4.

La fonction w = G\v est, grâce au théorème 3.8, positive et elle
est une solution locale continue dans Q — {y} (théorème 9.3).

On pose M(p) = max g^(y, x). Il existe a > 0 ( < p) tel que
\y-X\=p

max g^x) ̂  M(p)+ 1.
p—o-ç ly—jq ^p+<r

De (9.23) et (9.24) on tire alors

M(p) ^ -K^ + (2 - 2) max G>.

Mais, du théorème 8.2, il découle
(9.25) max w ^ K[~ min w + (M(p) + l)?^

\y-x\=p \\y-x\=p

avec K indépendant de p.

D'autre part, si w e L5 avec s < _ on doit avoir pour p petit :

min w ^ „ „ .
|y-x|=p ?"

De là et de (9.25) résulte

M(P) ^ ̂ ,.

D'une façon analogue on démontre que

min g,{y, x) ̂  -^
\y-x\=p p" 2

et le théorème est ainsi démontré.
Nous ne considérons pas ici le cas 2 < 0 avec 2 ̂  A, où A est le

spectre de L.
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10. Problème de Dirichlet et points réguliers.

Soit L l'opérateur elliptique (1.1); on suppose que les hypothèses
(1.2), (9.1), (9.2) sont vérifiées.

Considérons maintenant le problème de Dirichlet suivant.

PROBLÈME 10.1.—Si heC°{80\ chercher u continue telle que,
dans un sens à fixer. Lu == 0 dans Q et u == h sur 80.

Il est bien connu, même si les coefficients de l'opérateur elliptique
L et Q sont très réguliers, que l'on ne peut pas résoudre le problème
(10.1) dans H^Q).

(Il y a un exemple classique d'Hadamard.)
D'autre part, si ^ est l'espace des traces sur 80. des ueH^Q)

avec 0 =) Q, on a démontré que (remarque 3.3 et théorème 4.3) pour
he^ il existe u unique dans H^Q) telle que le problème 10.1 est
vérifié.

On peut alors définir une application linéaire et continue h -> Bh
de ^ dans H^Q) qui à he^ fait correspondre la solution Bh du
problème 10.1.

Grâce au principe du maximum (théorème 3.8) on a

(10.1) maxB/î ^ max|/i|
n ôSî ' 1

et, grâce au lemme 5.2, on a aussi

(10.2) • |||B/î||| ^Kmax| / i |
ÔQ,

où K est une constante dépendante de l'équation et de Q et

(10.3) |||g||| = supfô2 ! |g,|2 dx\ + max |g|
l \ Jsî' / "

ô étant la distance entre Q' et 80..
Chaque fonction heC°(80.) est limite uniforme d'une suite

{^}(^e^) (il suffit de prolonger h à R" et d'utiliser le théorème
de Weierstrass sur l'approximation uniforme des fonctions con-
tinues par des polynômes); donc on peut prolonger par continuité
l'application BàC°(aO).

L'application ainsi obtenue fait correspondre à chaque he C°(80)
une fonction u et une seule telle que

i) I I I ^ I H < +oo
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ii) u est une solution locale de Lu = 0
iii) max \u\ ̂  max \h\.

7 Q ' ' 50 ' '

Cette application a donc résolu le problème de Dirichlet 10.1
dans le sens suivant.

A chaque fonction h e C°(3Q) on fait correspondre une fonction
u, satisfaisant à i), ii), iii) de façon que si h est la trace sur 50 d'une
fonction heC^O) alors u == Bheîî^Q.) et elle est la solution
(variationnelle) dans H^Q) (remarque 3.3) du problème de Dirichlet.

D'une façon naturelle on se pose le problème suivant.

PROBLÈME 10.2.— Peut-on dire que pour y e 80. on a

(10.4) lim Bh = h(y)^
X-^Y
xed

II est bien connu, grâce à un exemple classique de Lebesgue,
que même pour le laplacien le problème 10.2 n'admet pas toujours
une réponse affirmative.

DÉFINITION 10.1.—Un point ye8Q. est dit régulier par rapport à
l'opérateur L si pour chaque h e C°(5Q) on a (10.4).

Un point non régulier est dit irrégulier.
Soit yeBQ. et soit Ep = ÇQ n î(y, p ) ( p < po)- O11 P0111 prolonger

L en posant hors de Q : L = vA.
Soit ̂  une boule qui contient E^ et assez petite pour que la forme

associée à l'opérateur L soit coercitive sur H^(£) (théorème 3.1).
Alors on peut considérer les potentiels capacitaires Up des ensembles
Ep (théorème 3.9) par rapport à cette forme et à S.

On peut démontrer le théorème suivant.

THÉORÈME 10.1.—Un point y e SQ, est régulier si et seulement
si les potentiels Up des ensembles Ep = Ç Q n l(y, p) sont continus
au point y.

La démonstration de ce théorème s'obtient en répétant les mêmes
raisonnements que dans les lemmes (3.1), (3.2), (3.3) de [8] en utilisant
le fait que les potentiels capacitaires Up sont les solutions des pro-
blèmes

LUp = 0 dans Z = Ep
Up == 0 sur a£
Up = 1 sur ôEp
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On peut répéter aussi les raisonnements des n.n. 8 et n.n. 9 de [8]
et l'on obtient le théorème suivant.

THÉORÈME 10.2. — Le point y est régulier par rapport à un opérateur
elliptique L si et seulement si y est régulier par rapport à V'opérateur
de Laplace.
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