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PÉRIODICITÉ (mod q) DES SUITES
ELLIPTIQUES ET POINTS 5-ENTIERS SUR LES

COURBES ELLIPTIQUES

par Mohamed AYAD

1. Introduction.

Soit E une courbe elliptique définie sur Q par un modèle de Weierstrass
généralisé :

(1.1) y2 + A^xy + A^y = x3 + A^x2 + A^x + Aç, A, e Z.

Soit M G ^(Q). Pour tout entier m € Z, les coordonnées de mM
s'expriment sous la forme :

/^(M) oUM)\
^'l^^'^wJ

où (f)m, ^mî ^m sont des polynômes définis par récurrence [1]. Les formules
utiles pour la suite sont rappelées dans le paragraphe 3. On pose :

Ïm=drn2-l^m{M)^ îm=d2rn2^M)^ ^^^(M),

de sorte que ces nombres sont des entiers. On notera que d'après 3.6, on a :
^rn divise ^n si m divise n.

Le but du présent travail est d'étudier la périodicité (mod q) de
la suite (^m) lorsque M (mod p) est non singulier pour tout diviseur
premier p de q. Nous examinons plus particulièrement la relation entre la
période (modp6) et la période (modp^1).

Mots-clés : Suites elliptiques — Points <S'-entiers — Courbes elliptiques — Périodicité
(mod q).
Classification A.M.S. : 11B50 - 11B83 - 11D25 - 11G05.



586 MOHAMED AYAD

Le problème de périodicité a été étudié pour les suites récurrentes
linéaires [3], [5], [6], [10], [11], ainsi que pour les suites de convergents
des développements en fractions continues des nombres réels dont le
développement est purement périodique [2].

M. Ward a déjà étudié la périodicité (mod p) des suites elliptiques,
lorsque p est un nombre premier. L'auteur a utilisé ici une méthode de
démonstration différente de celle de Ward parce que la méthode de celui-ci
ne paraît pas généralisable au cas de p71. L'auteur a cherché en vain à
comprendre l'allusion de Ward contenue dans la note en bas de la page 46
affirmant que « la périodicité pour un module arbitraire est une conséquence
facile [10].»

Les résultats obtenus sur la périodicité peuvent être utilisés pour
la recherche des points S-entiers sur les courbes elliptiques de rang 1
sur Q, comme nous le ferons complètement pour les courbes d'équations
respectives y2 = x3 - 13 et y2 = x3 + 40 avec S = {2,3, 5, 7}.

2. Énoncés des principaux résultats.

Avant de revenir au problème de la périodicité, reprenons le résultat
suivant [1] : soient K un corps, E une courbe elliptique définie sur K par
un modèle de Weierstrass généralisé :

(2.1) y2 4- A^xy + A^y = x3 + A^x2 + A^x + Ae, A, e K.

Soit v une valuation discrète sur K telle que ^(Az) > 0, alors on a le :

THÉORÈME A. — Soit M ç E(K) tel que M -^ oo. On suppose que
M (mod v) -^ oo. On pose :

mM - f^^ ^(M))
\^MyWM))-

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) ^(^(M)) et ^3(M)) > 0.

(b) Pour tout entier m > 2, on a ̂ (^(M)) > 0.

(c) II existe un entier mo > 2 tei que ^(^^(M)) et ^(^^(^(M)) > 0.

(d) II existe un entier no ^ 2 tel que ^(^^(M)) et (^o(M)) > 0.

(e) M (mod v) est singulier.
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On suppose dorénavant que K = Q et que Ai e Z; le modèle (2.1)
étant quelconque pas nécessairement minimal.

Soit M = (x, y) = (a /d 2 , b/d3) avec (a, d) = 1 un point de E(Q)). Pour
tout entier m, on pose

,. ̂  ^m(M) UJrn(M)\ ^ f _^r__ _^m_\^(My^(M)) - \d^ d^J
avec

^ - d^^M), ^ = ̂ -^(M), ^ = d^^M).

Ces nombres <^, ^y^, 2^ sont des entiers. Nous aurons recours au lemme
suivant [1].

LEMME A. — Soient S un ensemble fini de nombres premiers
(éventuellement vide), m ̂  0 un entier rationnel et M un point rationnel
de (2.1) (Tordre infini. Si m M est S entier, alors M est S entier.

En d'autres termes, cela signifie que les nombres premiers qui
divisent d ne se simplifient pas dans la dernière représentation de mM
(m G Z) ci-dessus. Les nombres premiers qui peuvent se simplifier dans
cette représentation sont caractérisés par le théorème A : ce sont les
nombres premiers p de mauvaise réduction tels que M (mod p) est singulier.
Le théorème A admet comme conséquence le résultat suivant [1].

COROLLAIRE A. — Soient M un point rationnel d^ordre infini
de (2.1), S un ensemble fini de nombres premiers contenant Pensemble T
(éventuellement vide), des nombres premiers p de mauvaise réduction tels
que M (mod p) est singulier. Soit m e Z, m -^ 0. On suppose que M est
S-entier. Pour que mM soit S-entier, il faut et il suffit que

$^=d=JJ^
p^s

avec e? entier > 1 si p e T et entier ^ 0 si p ç S — T.

Soient maintenant M un point rationnel d'ordre infini de (2.1)
et p un nombre premier fixé tel que M (mod p) est non singulier. Le
théorème A montre que p ne divise pas deux termes consécutifs de la
suite d'entiers (^yn). Soit r l'ordre d'apparition de p dans la suite (^m),
c'est-à-dire le plus petit entier m > 1 tel que p divise ^/rn-
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• Si p divise d, le travail de Lutz [7] montre que r = p ; on en donnera
une preuve simple dans le paragraphe 3.

• Si p ne divise pas d, alors M (mod p) ̂  oo et r == ordre de M dans
E(¥p)n.s Soit eo == Up^r} avec eo > 1. On se référera très souvent à cet
exposant. Le théorème suivant caractérise l'ordre d'apparition de pe dans
la suite (^rn)-

THÉORÈME B.

(i) Soit Te F ordre d'apparition de pe (où e ^ 1) dans la suite (^m)-
Alors on a :

( r sie < eo,
^e = \

[ pe eo • r si e > eo.

(ii) Plus précisément, pour tout m ^ 0, écrivons m = r^p^n avec
hi > 0, (p, n) = 1 et ho = 0 si r \ m et ho = 1 si r \ m. Alors on a :

^($m) = 0 si ho = 0,

^p(^m) = ^i + ^p(^r) = ^i + eo si ho = 1.

Preuve. — Voir le paragraphe 3. (Ce résultat a été déjà démontré par
Ward par une méthode quelque peu différente et sous des conditions plus
restrictives [13].)

Ce théorème a pour conséquence immédiate que si (^m) est périodique
(mod p6) et si TTg est une période, alors Te divise TTg. De son côté, la preuve
de la périodicité (mod ^e) de la suite (^m) lorsque p est impair et r ^ 3
sera déduite du résultat suivant.

THÉORÈME C. — Soient M un point rationnel d'ordre infini de (2.1)
et p un nombre premier impair tel que M (mod p) est non singulier. Soient r
l'ordre d'apparition dep dans la suite (^rn) et Te celui depe pour tout e > 1.
On suppose que r > 3. Pour tout (n, k) e Z x Z, on a

(2.2) $^^=a^f$, (modp6)

avec de = $re+2/$2$re+l et be = $^+i^2/$re+2.

Preuve. — Voir le paragraphe 4.
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En particulier, pour k = 1 et n = 0 ,1 , . . . , rg, on a :

Ï^-n ̂  a^be^-n == -a^b^n (modp6).
Nous dirons à la suite de Ward qu'il y a une certaine symétrie dans la
distribution (mod pe) des Te + 1 premiers termes de (^yn). Avant d'énoncer
le théorème suivant — qui est une conséquence du théorème C — adoptons
les notations suivantes :

• Pour tout entier e > 1, on note (Z/j^Z)* le groupe des unités de
Z/^Z.

• Pour tout u € Z, (u^p) = 1, on note Oç,(u) l'ordre de u dans le
groupe (Z/p^)*.

• L'expression «la période de (^m) » désignera toujours dans le texte
la plus petite période de (^rn)- En fait, si TTg est la période de (^yn)
mod pe et si rje est une période de (^m) (mod p6) alors TTe divise r]e.

Avec les notations précédentes et sous les hypothèses du théorème G, nous
avons le :

THÉORÈME D. — Soit ke le plus petit entier > 0 tel que :

(2.3) a^ == 1 (mod p6) et b^ = (modp6).
Alors là suite (^rn) est périodique (mod p6) et sa période TTg vérifie
TTg = kçTe' De pilLS, ke == ^e(^e) OU ke = 20e(^e) et 011 a ke = 26e(cie) si et

seulement si Oe(de) est impair et 0e(be) est pair.

Preuve. — Voir le paragraphe 4.

On verra aussi dans ce paragraphe une méthode de calcul de la
période (modp6) qui n'utilise pas l'ordre des éléments dans (Z/^Z)*.

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le résultat, établissant
la relation entre TTe et TTg+i, qui est notre objectif principal dans ce travail.
Nous verrons dans le paragraphe 6 comment cette relation peut être
utilisée pour la recherche des points ^-entiers sur les courbes elliptiques
de rang 1 sur Q.

THÉORÈME E. — Soient M un point rationnel d'ordre infini de (2.1),
p un nombre premier impair tel que M (mod p) est non singulier et r
Pordre d^apparition de p dans la suite (^rn)- Soient ai = ^-(-a/^^r+i e^
6>i = (9i (ai). Soient eo = ̂ ($r), ̂  = ^(af1 - 1) et (°i = inf(eo,e2). Alors
on a TI-I = • • • = 7Tei et TTg = p6"61^! pour e > e\.

Preuve. — Voir le paragraphe 5.
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Ce théorème signifie que la période (mod pe) est stationnaire jusqu'à
un certain rang e\ <: eo, effectivement calculable et qu'à partir de ce rang
on a : TTg+i = p7re. En particulier si eo = 1 alors e\ == eo = 1.

Dans les deux exemples qui suivent on a p = 5, CQ =2, e\ = 1 dans le
premier cas e t p = 5 , e o = 2 , e i = 2 dans le second.

Exemple 1 : î/2 = x3 - x - 5 et M = (2,1).

On a r = r(5) = 4, ^($4) = 2, eo = 2, ei == 1, TI-I = 7r(5) = 16 et
7^ = ô6-1^) = 5e-1 • 16 pour e ̂  2.

Exemple 2 : y2 = x3 - 15x et M = (4,2).

On a r = r(5) = 5, ^($5) = 2, eo = 2, ei = 2, 71-1 = 7r2 = 10 et
TTg = ô6-2^ = 2 • ô6"1 pour e > 3.

On observera que — dans les théorèmes C, D, E — l'on a supposé que
p ^ 2 et r > 3. L'auteur espère traiter ultérieurement les cas p = 2, r > 3
et p quelconque, r = 2. Comme conséquence du théorème précédent nous
obtenons le :

THÉORÈME F. — Soient M = (a/d2, b/d3) un point rationnel de (2.1)
et p un nombre premier impair tel que M (mod p) est non singulier. On
suppose que Vp^p) = 1, ^p-i^p+i = —1 (mod p2) et 71-1 = p. On suppose
aussi que les éléments ^rn {1 <. m <^ p2 — 1 premier à p), sont distincts
deux à deux (mod p2). Alors on a :

1) La suite (^m) est périodique (mod p1^) et sa période vérifie UN == PN

pour tout entier N ^> 1.

2) Pour tout entier N > 2,

(2.4) $^-i_i$^-i+i = -l(mod p^).

3) Les entiers ^rn (1 < m < p^"1 premiers à p) sont distincts deux à
deux (mod pN) pour tout entier N >_ 1.

4) ^y^ = ±1 si et seulement si m = ±1.

Preuve. — Voir le paragraphe 6.
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Comme conséquence immédiate de ce théorème et à la lumière du
corollaire A et de la propriété de l'ordre d'apparition des nombres premiers,
dans les suites elliptiques (voir commentaire précédent le théorème B),
on déduit que si M vérifie les hypothèses du théorème F et si de plus M
(mod £) est non singulier pour tout nombre premier £ de mauvaise réduction
et si on prend pour S l'ensemble des diviseurs premiers de d alors :

mM ^-entier ==> m = ±p^1 • • -p^8,

où pi ç S et où les e i , . . . , es sont des entiers ^ 0.

Dans le paragraphe 6, nous traiterons complètement les points S-
entiers sur les courbes d'équation respectives y2 = x3 — 13 et y2 = x3 + 40
avec 6'= {2,3,5,7}.

Nous traiterons aussi le cas des multiples ^-entiers du point
M = (l/52,(l + 5À:)/53) sur la courbe y2 = x3 + 2kx + 25k2 lorsque
S = {5} et k entier ^ 0, (k, 5) = 1.

3. Rang d'apparition de pe.

Rappelons d'abord les formules donnant <^(M), ̂ ^(M),o;^(M)
valables sur un corps quelconque. On omettra M dans ces formules sauf
dans (3.6).

^o-O,

^ i = l ,
^2 = 2 2 / + A i ^ + A 3 ,
^3 = 3x4 + B^x3 + W^x2 + 3Bçx + Bs

^4 = ^2 hx6 + B^x5 + 5B^x4 + lOBex3 + lOBsx2

+ (B^Bs - B^Be)x + (B^Bs - Bj)]

où les Bi sont les polynômes classiques en les Ai.

(3.1) ^2m = ̂ (^+2^-1 - ̂ -2^+i),

(3.2) ^2^+1 = ̂ m^m - ̂ m-l^+l,

(3.3) ^ = -^_^,
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=X^ -^rn-l^m+1,

=^m-^m(Al^m+A3^)5
•"'«•m

2 -^mV^-'-l^m i ^âx mh

(3.5) ^+^_^ = ̂ +i^-i^2 - ̂ +i^_i^ (^, î; e Z),

(3.6) ^n(M) = ̂ (Wm^M),

^^ € Z[Ai , . . . , Ag, a:] si m est impair,

^n/(2î/ + A^x + As) € Z[Ai , . . . , AG, x\ si m pair.

Cela étant, soit M un point rationnel d'ordre infini sur la courbe :

(3.7) y2 + A^xy + A^y = rc3 + A2rr2 + A^x + Ae, A, e Z.

Soit p un nombre premier tel que M(mod p) est non singulier (ce qui est
toujours vérifié si p divise d).

Le lemme qui suit a déjà été démontré dans [7] lorsque la courbe est
définie sur un corps p-adique Kp mais avec un modèle de Weierstrass court.

LEMME 1. — Soit M = (a/d2, b/d3), avec (a, d) = 1, un point rationnel
d'ordre inifini de (3.7). Soit p un nombre premier tel que p divise d. Alors
p divise ^rn si et seulement si p divise m, c'est-à-dire si r = r{p) = p. De
plus, ^($p) = 1.

Preuve. — En utilisant les propriétés de ^^(M), on obtient :

+C^_l)_^(-2-l)-l^(m2-!)-!

+ - - - + Q ; o si m est impair,

^m(M) = U2y + A^x + As){ \mx^-^
i / o -(m2-^)-!
+P^rn2-4)-lx2

+ — — + A ) }

si m est pair.
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D'où:

ma ' 2("l2-l)+a^_^^(-2-l)-l
+ • • • + a^d^ 1 si 772 est impair,

(3.8) ^m(M) = <j (26+Alad+A3d3)^ma^m2-4)

+/^_4)-l^(m2-4)-l

^---^A)^2"4}
si m est pair.

On conclut facilement la démonstration. D

Si maintenant p ne divise pas d, alors M (mod p) -^ oo et
M e ^(Fp)^^.. Il est clair que r = r(p) = ordre de M dans le groupe
^(Fp)n...

• Si la courbe a bonne réduction en p, Hasse a montré que

\E(¥p)\ < p + l + 2 y p

donc r < p + 1 + 2^p.

• Si la courbe a mauvaise réduction en p :

\E{¥^.p)n.s.

[ p si p est impair et si la courbe a une
réduction additive sur Fp ;

2 ou 4 si p = 2 et si la courbe a une
réduction additive sur ¥p ;

p— 1 ou p+1 dans le cas où la réduction
^ sur ¥p est multiplicative.

Dans tous les cas, on a donc r = r(p) < p + 1 + 2./p.

Nous allons maintenant démontrer le théorème B caractérisant l'ordre
d'apparition de pe dans la suite (^rn)-

Preuve du théorème B.

Pour tout entier m -^ 0, on pose m = r^p^n avec h\ > 0 et
(p, n) = 1. On a ho = 0 si r ne divise pas m et ho = 1 si r divise m. Nous
allons montrer que

_ F 0 si ho = 0,
^ m) ~ \/^ + ̂ (^) s i / i o= l .
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• Si ho == 0, le résultat est clair d'après la discussion précédente.

• Si ho = 1 et m = rp^n, on procède par récurrence sur h^.

a) Supposons que /ii = 0 et m = rn. On a d'après (3.6) :

^(M)=^n2(M)^(rM)

'̂ '[-'(ly—]
= ̂ (M) [n^f-\M) + • • • + co(^(M))712-1].

Le crochet représente une forme binaire en ^(M), <^(M), de degré n2 — 1.
En multipliant cette égalité par d2^2722"1^ on obtient :

^ = $2 [n2^2-1 + c^d4^2-2 $2 + • • • + cod2"2-2^2)"2-1].

Comme p divise ^y., le théorème A montre que (p^r) = 1. De plus
[p,n) = 1, d'où Vp^n) = ̂ p(^î) ^ ^p(îrn) = ^($r), ce qui fonde la
récurrence.

b) Supposons que /ii ^ 0 et que i/p($^ij = /ii + ̂ ,($^) et montrons
que ̂ ($^i+iJ == ei + 1 + Vp(^r}' Posons k = rp^n. D'après (3.6), on a

$^(M) = $|(M) [p^-^M) + ̂ _2d40f-2(M)$j(M)

+.••+^2p2-2($i)p2-l]
où p divise Sp-2. Puisque p divise ^(M), il est clair que la valuation
des termes figurant dans le crochet à partir du deuxième est supérieure
ou égale à 3. Comme p ne divise pas (j)k(M), on en déduit que la
valuation du crochet vaut 2. D'où ^p^2^ = ^p($2) + 2 et par suite
^(îp/c) = Vp^k) + 1 = h^ + 1 + ^($^). D

4. Périodicité des suites elliptiques.

Soit M un point rationnel d'ordre infini sur la courbe :

(4.1) y2 + A^xy + A^y = x3 + A^x2 + A^x + Ae, A, e Z.

Soit ç un nombre entier > 2, tel que M (mod p ) est non singulier pour tout
nombre premier p divisant q. On a le :
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LEMME 2. — Soit q = p^1 ' " p ^ 8 là factorisation de q en facteurs
irréductibles. Alors là suite (^m) Gst périodique (mod q) si et seulement
si (^yn) est périodique (mod p^) pour i = 1, . . . ,5. Dans ce cas, on a
7r(ç) = ppcm(7r(^1),.. .7r(^3)).

On peut donc se borner à étudier la périodicité (mod pe) lorsque p est
un nombre premier tel que M (mod p) est non singulier et e un entier > 1.
Supposons que p est impair et soient r l'ordre d'apparition de p et Te celui
de pe dans la suite (^m)- On suppose que r >_ 3.

Preuve du théorème C.

Pour tout (n, k) çz Z x Z, on doit démontrer que

(4.2) Ïkr^n = d^b^n (mod R6)

avec de = $^+2/^2^+1 et be = $^+i$2/$re+2.

1) On commence par démontrer (4.2) pour k = 1 et n > 0.

a) Pour n = 0, on a $^ = 0 (mod p6) et $o = 0, donc (4.2) est
vraie pour n = 0. Ensuite, ^re+i = o^e^e et ^re+2 = ^^^25 donc (4.2) est
vérifiée pour n = 1 et n = 2.

On fait la démonstration pour n = 3 et 4 en posant h == i^p(d), h > 0.
De plus, en traduisant que mM est sur la courbe (4.1), il vient :

^A) + Aid^(^A)(^) + Asd3^^)2

= (^nîm)3 + A^^A)2^) + A4d4(^^)($3J2 + Aed6^)3.

En désignant par M le point M = (a, b), cela montre que w^ = ^^,
^m = ^m^m? v-m = ^m sont les coordonnées homogènes de mM sur la
courbe

v^w + Aid^vw + A^vw2 = u3 -}- A^d2u2w + A^uwl + Ag^w3.

Considérons cette courbe sur l'anneau Z/yZ. L'ensemble des points non
singuliers de la courbe forme un groupe et l'ordre de M dans ce groupe est
le plus petit entier m >_ 1 tel que Wm = 0 (mod p6) et Um = 0 (mod pe).
Cet ordre est donc rg. On en déduit que pour tout entier m, on a

\j/3 = \ \j/3
^-re+m ~ ^'m-m^

^re+m^re+m = ^m^m^m,

^re+m = ̂ m^m (mod?6),
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avec \m € Z et (A^,p) = 1. En particulier pour m = 2, on a :

^e+. = ̂ 2$2,

îr^r^ =A2^2$2,

^+2 = A2Û2 (mod^), (À2,p) = 1.
On en déduit que :

f^/^^^ÎKmodp6),

[^^^^(modp6).
D'après (3.4), la première relation donne :

«^-^$^3 ffl$|-$l$3 / , e^
——————^2—————————=————^2———— (mod^-

î-e+2 - i-2

Comme $1 = 1, on obtient îre+iîre+s/î2^ = $3/$i (modp6), d'où

î^a = ̂ ^/î^^l (modp6)

= (a^î^/aAÎi

=a^e$3 (modp6),
ce qui démontre (4.2) pour n = 3.

De plus, on a

^n = ̂ m - ̂ (Ai^ + A^J
^^m z

_ ^m+2^-l - ̂ -2^+1 1 , 4 , T , 2 ^
- —————————2^————————— - ̂ m(Ai(J)^ + AS^),

d'où

^ _ ^+2^-1 - ̂ -2$^+l
^Tn — ———————————^————~——————

2^2 ^

- ^$^[dAi(a$^ - $^_i$^+i) +A3d3$^],

^ _ $^+2$^-1 - $nz-2$^+l

^^ 2$2$^ ^

- ^ [dAi(a - $^_i$^+i/$^) + Asd3]

_ $^+2^-1 - $^-2^+i
2^2^ , ,

-l(^a+A3rf3)+dAl^-l^TO+l.2 2^2
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Or, pour m = 7-e + 2, on obtient :

S^ _ ̂ 4^1 -^X+3

^e^ 2 ;̂̂  , ,

-l(A^+A3^)+dAl^±^±..
2 2^^

De même, pour m = 2 on obtient :

| = w^ - J(A,.̂  A,.') + ̂ A,î,î,/î|.

En utilisant la deuxième relation contenue dans (4.3) et en tenant compte
de $o = 0, $i = 1, $re = 0 (mod p®), on obtient :

^X^ 1 rfAi$^$,^ _ _ _ l dAi$3 / , e,
^^7+2^^———=w2^2+2-iij- (mod^

d'où

^r^(aebe)2 1 dA^bed^s ^ ^4 1 dAiJs
2$2(a^e$2)3 2 2(a^$2)2 - 2$2 2 2$j (mo p /

et par suite

$.̂  , ldAi$3 _ ^4 ldAi$3 / , e.

2ij^+2^f=2^+2-^j- (modp)'

d'où ^re+4 = a^e^4 (mod p6), ce qui démontre (4.2) pour n = 4.

b) Soit n > 4. On suppose que (4.2) est vraie pour tout i tel que
0 < i < n. On va la démontrer pour n en utilisant la relation suivante déjà
signalée dans le paragraphe 3 et numérotée (3.5) :

(4.4) $u+À-. = ^+i$,-i$S - î.+i^-i^.

• Si n = 2k + 1 est impair, on prend u = re + k + 1 et v = k. On
obtient :

^.+1^1 = ̂ r^^r^M - ̂ +À-l$^^.
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Comme n > 4 , o n a Â ; < f c + l < f c + 2 < 2 Â ; + l = n , d e sorte que l'hypothèse
de récurrence s'applique aux entiers k, k + 1 et k + 2, d'où

^r^^aebe^l

= a^b^k+^b^l - Î^À-ia^1)^^ (modp6)

et donc :

vi/^^ ^ a^+16e($fc+2^ - îfc-i^+i) = a^+^e^fc+i (modp6).

• Si n = 2k est pair, on prend u = r e + k + l e t v = k — 1 dans (4.4).
On obtient :

^A^ = Î^A+Ai - $fc-2$fc$^.

Comme précédemment, l'hypothèse de récurrence s'applique aux entiers k,
k + 1 et k + 2. Donc

^A$2 = o^î^a^ÀÎLi

d'où - ̂ -2^(fc+l)?+l (mod p6),

^ . ̂ ^^^Al^Al , ̂ ^^, (^ ̂

ce qui achève la démonstration du théorème dans le cas où k = 1 et n > 0.

Avant de poursuivre la démonstration du théorème C dans le cas où
k = 1 et n < 0 prouvons d'abord le :

LEMME 3. — On a a^b^2 = 1 (modp6) et $^_, = -a^be (modp6).

Preuve. — On a :

$2r^ = ̂ -.A -^.-1^1 = -^e-i^+i = -^.-i^^ (modp6).

D'autre part on a :

^2re+i = $r,+(re+l) = ̂ ^^^re+i = Cl^^^effle&eîl = ̂ ^^^ (modj)6).

On en déduit que $re-i = -a^'^tr^modp®). De plus, on a

îre+re-i = $2re-i = Î2(r,_i)+l

=^r^<_,-^_,^

=^e+i^_, (modp6),
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donc a^-^îre-i = $re+i$^_i (modp6), d'où

a^-^e = aebeÇ-a^b^)2 (modp6)

et par suite a^b^2 = 1 (mod p6). On en déduit que $re-i = -û^e
(modp*0).

2) Suite de là démonstration du théorème C dans le cas où k = 1
et n < 0.

La relation (4.2) est vraie pour n = -1 d'après le lemme précédent.
Montrons qu'elle est vraie pour n < -1. Si Te divise n, alors (4.2) est vraie
d'après le théorème B. Supposons donc que Te ne divise pas n.

• Si r ne divise pas n, alors r ne divise pas Te =b n. D'après le
théorème B, on a ̂ (Î^+J = ̂ (^r-e-J = ̂ ((^n) = 0.

• Si r divise n, on pose n = rphn/ avec h > 0, (p,^/) = 1 et
y-e = rp^ avec A: > h car rg ne divise pas n. On en déduit que
re±n = rpk±rphnf == rph(pk~h ±nf), ce qui montre que (p,pk~h±nf) = 1.
Le théorème B (ii) montre alors que :

^Ae+J = ̂ ($r._J = ̂ ($n).

Si re ne divise pas n, on en conclut ^(îr-e+J = ̂ (îre-n) == ^p($n) < e.
Par application de (4.2) pour —n, on a maintenant :

$^_, = ^"ôeî-n (modp6) = -a^be^n (modp6).

Multiplions cette congruence par ^re+rz - On obtient :

^r^r^^a^b^n^r^ (mod p^^J)

= -a^b^n^r^ (modpe+l/^în)).

Comme ^p(^n) < e, d'après (4.4), on a :

^A-n = $re-iîre+i^ - $n-l$n+l^

^^_^^^ (modp26)

= î^^îre+i^ (modp^^)).
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En comparant les deux congruences vérifiées par î^e-n îre n ? on en conclut
que^-oÇ^Mre^ = î^-i^re+i^^ (mod p^p^)). Après division
par $^, on obtient -ûÇ^^re+n = $re-i$r-e+i$n (mod p6). En appliquant
le lemme précédent et (4.2) pour n == 1, on a :

^e+n ^a^b^n (modp6),

ce qui achève la preuve du théorème C dans le cas où k = 1.

3) Preuve de (4.2) dans le cas général.

Supposons que (4.2) est démontrée pour k > 0 et soit k < 0. On a

$ .̂ = -$(-^e-n = -ai-^-^fî-, = a^fî, (modp6)

ce qui montre que (4.2) est démontrée pour k. On complète la démonstration
pour k > 0 par récurrence sur k, en utilisant le lemme 3. n

Remarque 1. — Plaçons-nous dans le cas où p divise d et soit
h = î^p(d). Supposons que e < 2h. Alors :

de = oP' (modp6), be == (b + JAi^a*^26-3) (modp6).

Preuve. — Reprenons la formule (3.8) utilisée dans le paragraphe 3 :

, ̂ (-2-!) + a^^^d2^-2-!)-! + ... + ao^2-1

si m est pair,
rn2-4)+/3l^ ^ .d2^^2-^-1

•+^m2-4)
si m est pair.

Ïm= < (2&+Alad+A3d3)(jmaà(r-2-4)+^^_^_^2^,(m2-4)-l

+•••+^m2-4)
v si m est pair.

Cela montre que :

^ _ [ ma^7712-1) (mod p^) si m est impair,
m - \ im(2&+Alad)a^m2-4) (modp^) si m est pair.

Puisque l'ordre d'apparition de pe dans ($^) est rg = p6 (cf. § 3), on a :

^e+i = $p-+i

= a^e = (^ + 1)(^+ ^Aiad)a^^+1)2-4)

= (6 + ^Aiad)a^^+1)2-4) (mod p6),
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^+2 = ̂ +2

= a^e$2 = (P6 + 2)a^e+2)2-l)
^2a^^+2)2-1) (modp6).

On en déduit que ûe == 2ap e+3/(&+ j Ai ad) $2 (modp6). Or

$2 = 26 + Aiûd + Asd3 = 2(6 + ^A^ad) (mod p6).

Donc ûe = ape+3/(62 + Aiû6d) (modp6). Or

62 + Aia6d + A^bd3 = a3 + A2a2d2 + Â4ad4 + Aed6.

Donc b2 + Aia&c? = a3 (mod p6), d'où Oe = a^ (mod p6) et par suite
be = (& + jAlûd)^26"3/2 (mod p6). D

Avant d'entreprendre la démonstration du théorème D, rappelons les
notations déjà évoquées dans le paragraphe 2.

• Pour tout entier e ^ 1, on note (Z/j^Z)* le groupe des unités de
z/yz.

• Pour tout u e Z;(n,p) = 1, on note ôe(u) l'ordre de u dans le
groupe (Z/yZ)*.

Preuve du théorème D.

Soit ke le plus petit entier > 0 tel que

(4.6) a^ == 1 (modp6) et b^ E= 1 (modp6).

D'après le théorème G, on a alors pour tout n e Z :

î^+.EEa^^2^^ (modp6).

On en déduit que la suite (^rn) est périodique (mod p6) et keTe est une
période de ^rn (mod p6). Désignons par TTe la période de ^rn (mod ^e)
(c'est-à-dire la plus petite période). On a évidemment TTg ^ k^e- De plus,
TTe étant une période, on a ^Ti-g+re = ^r-e = 0 (mod p0) donc rg | TTe. Posons
TTg = Cgre, avec Ce < ke- On a :

$^+^ = $cere+n = Û^^în = $n (mod?6).
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En faisant n = 1 puis n = 2, on obtient a^b^ = 1 et a2cebcee = 1 (mod p6),
d'où a^6 = 1 et b^ = 1 (mod pe) et par suite Cg vérifie (4.6). Comme ke est
minimal on a ke < Ce et finalement ke = Ce et TTg = kefe-

Prouvons maintenant l'assertion sur le lien entre ke et ^e(ag). La
relation a^b^2 = 1 (mod pe) (prouvée dans le lemme 3) montre que
0e (be) divise 20e{de), d'où ke < 20e(de). On a afy = 1 (mod p6) et
^e6 = 1 (mod p6), donc ^e(ûe) divise A;e. Finalement, on a ke == ^e(ûe) ou
Â;e = 2(9e(ae).

La dernière assertion du théorème D se démontre comme suit.
Supposons que ke = 20e(cie)- Alors ôe(be) ne divise pas 0e{cte)' En
tenant compte de 0e(be) 2^e(ae), posons 0e(cie) = 2hu, avec u impair
et 0e{be) = 2^-1 u' où u' divise u. Si h > 1, alors ^j(ae) = bf^2 = 1
(mod pe) car /i + 1 < 2h et ZA' divise u, d'où Â:g == ^e(ag), ce qui contredit
l'hypothèse. On en déduit que h = 0, 0e{^e) est impair, 0e(^e) = 2î/ et n'
divise u.

Réciproquement si Oe(de) est impair et 6e(be) pair alors ôe(be) ne
divise pas 0e(^e) '•> donc Â:e = 20e(^e) ̂  qui achève la preuve du théorème D.

Remarque 2. — Ward a énoncé le résultat suivant [12, th. 28.1].
Soit (hn) une suite elliptique telle que h^ et h^ ^ 0. Alors chacune des
conditions suivantes est nécessaire et suffisante pour que hn soit périodique
de période rj.

(1) hn-^rf = hn, (n = 0, 1, .... 7]) ;

(ii) hn-n = -hn, (ri = 0 , . . . , T]} ;

(iii) ^/2+n = -^n, (^ pair, n = 0 ,1 , . . . , T I / Ï ) .

Le résultat reste vrai (d'après Ward) si on entend par périodicité la
périodicité (mod m) et où les égalités (i), (ii), (iii) sont remplacées par des
congruences (mod m) et où on suppose h^ et h^ premiers à m.

L'exemple qui suit montre que l'on doit faire des réserves sur la
condition (iii). Considérons la suite elliptique construite à partir de la
courbe y2 = x3 + 5 et du point M == (—1,2) . La suite (^yn) est périodique
(mod 5) de période T] = 10 et on a, modulo 5 :

$o = 0, $i = 1, Î2 =4, $3 = 3, $4 = 3,

$5 = 0, $6 == 2, $7 ^2, $8 = 1; Î9 = 4.
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On a $^/2+i = $ 6 = 2 (mod 5) et $i = 1 (mod 5), ce qui contredit (iii).

En utilisant la méthode de démonstration utilisée pour le théorème C,
on peut prouver le :

THÉORÈME 1. — Soit TT le plus petit entier > 0 tel que :

$„ = 0, $^+i = $ i = l , $^+2 = $2 (mod p6).

Alors TT est la période de (^m) (mod p6).

5. Relation entre TTe et TTe+r

On suppose que p est impair dans ce paragraphe. Les lemmes qui
suivent serviront à démontrer le théorème E, mais ils peuvent aussi
avoir un intérêt en eux-mêmes. Le lemme 5 sera d'ailleurs utilisé dans
le paragraphe 6.

LEMME 4. — Soit p un nombre premier impair. Pour tout u e Q, on
note fp(u) la valuation en p de u. Soit a ç Q. Alors on a :

Up(a - 1) = e > 1 =^ v^oP' - 1) = e + £.

LEMME 5. — Soient k ^ X ^ e G Z, avec e > 1 tels que r^ \ n. On a :

^kXr^ = (-^J^-1^^)^^ (modp36),

ÏkXr^ ̂ -(-^Xr^^^Xr^)^-^ (modp36),

^^ = (-$A.._^^J^(fc-l)(îf^^)fc (modp2^--^"))),

^^ , /^^V^)/^^ (^^——(î"»).
^n v ^n ^n ' v ^ / /

En particulier, si r ne divise pas n, on a :

^'k\r f ^ ^ \ ^ A ; ( f c - l ) /$ \ \ f c^feAr-e+n _ / j ^ \ 2 v / / '"''"^ (mnri n26'»_ -^ VA^^VAr^^ \-_——) (modp },
JL n -*-n

î^, , (_^^^^-^^^ 3e).

^n v ^n ^ 7 ^ ^ ' ' /
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Preuve. — Les dernières relations, valables pour r divisant n, se
déduisent immédiatement des précédentes puisque dans ce cas Vp(^n} = 0.

Supposons que Te ne divise pas n et que le lemme est démontré pour
k > 0 et soit k un entier < 0. En utilisant la relation ^rn = —î-m? on voit
que les deux premières et la quatrième relations sont vraies pour k. Pour la
troisième relation on procède comme suit. On prend (u,v) = (n,\re) dans
la relation de récurrence (4.4). On obtient

Ïn+Xr^n-Xr, = $n+l$n-l$^ - ̂ +1^-1$^

d'où

$n+Are$n-Are == -$ Ar-e+lîXr^-l^n (mod R26)

et par suite

^"+Are ^-Àre = -^Xr^Xr^ (mod^6-^")))
J/n ^n

qui équivaut au cas particulier k = —1 de cette troisième relation. Cela
étant prouvé, pour k < 0 on a

^kXrç+n _ ^(-fc)Are-n

^n ~ ^ ~ n

( ^ ^ \ —^k(—k—l) /\Sf\ \ —k -^
= -^Xr^Xr^) (-̂ )̂ (mod^6-^)))

puisqu'on a supposé que le lemme 5 est vrai pour -k (car -k > 0). On en
déduit que :

^ , (-^_^f{w\^^)-t (^^-A»).

Faisant appel au cas particulier k = —1 prouvé ci-dessus pour remplacer
în-Àr-e/în par Ïn+xrJ^n, on obtient

^Xr^_( - - \J^+l)r ^n+^-^-k
-^—— = [-^Xr^Xr^) [-^Xr^Xr^^-^-) J

/ — — \ î +i) / \ - ^ / $ \ \ f c
= f-^ ^f. V (-^x ^x ^ ^Âre+n^
— ^ ^Àre- i^Àre+i / l - * -Àre+ i - * -Àre - i / V î 7

^n

/ ^ ^ \ ^(/c-l) / ^ f x \ k ^
=(-ÏXr^Xr^)2 /(-^) (mod^6-^"»),

^n

ce qui démontre le lemme pour k < 0.
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Démontrons maintenant le lemme pour k > 0. Les relations contenues
dans le lemme 5 sont évidentes pour k = 0 ou 1. On peut donc supposer
que k ^ 2. Pour les trois premières relations on procède comme suit.

Dans la relation de récurrence (4.4), nous prenons successivement
(u, v) égal à

((k- l )Are+i,Are), {(k - l)Are-i, A^), {(k - l)\r^ Ar^)

et nous obtenons :

^fcAre+i^(fc-2)Are+i = ̂ (/c-l)Are+2 ̂ (/c-l)Àre ̂ Le

-ÎAre-A^^-i)Â^

$/cAre-i$(/c-2)Àre-i = î(/c-l)Are î(/c-l)Àre-2 ̂ Le

- $Àre-Ae+^-l)A^_,

^/CÀre+n^(A;-2)Are+n = ^(fc-l)Are+n+l^(/C-l)Are+n-11IfLe'

-$Are-iÎA.^^_i)Â^.-

On en déduit que :

ÏkXr^ =-^Are-iÎAre+i$(fc-l)Are+i/$(fc-2)Are+i (mod?36),

$fcÂre-i =-$Are-iÎAre+iî(/c-l)Are-i/î(fc-2)Are-i (mod?36),

^^^-($Àre-l$^+0(^fc-Tr-^^ (mod^-(î-)))
^n ^(fc-2)Are+n/^n

On continue la démonstration par récurrence sur k. Pour la quatrième
relation, on utilisera la formule de récurrence à trois indices suivante :

$^+^_^ = Ïn^u-t^Ï - Ïv^v-t^

(Cette formule se déduit de (4.4) en remplaçant ^u^t^u-t et ^v-}-t^v-t par
leurs valeurs, et reste valable en remplaçant ^S/rn par ^rn pour m == u ^ v ^ t ^
u^zv n = L ^ , v ± t.) Prenons dans cette formule v = Arg, u = (k — l)Arg + n
et t = n. Nous obtenons

$fcAr^î(fc-2)Are+n^ = î(^-l)Ar^. î(fc-l)Are î^

- $A^Ae-^-l)Are^
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d'où
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^k\r^ ^(fc-2)Are^ ^ ^(A-l)Ar^n $(fc-l)A^ (^_\2

^n $n $, $, V $, Y

_ ^A.^ $A.^ /$(fc-l)Ar^2

$n $n v $-n ^

L'hypothèse p ̂  2 et re f n nous donne

J^r-ç^ ^(fc-2)Are+^

$n $n

,^^^W^)^^ ^^^

^n v ̂  ^ ^ ^ ^ v ' /

d'où, puisque Ï(k-2)\r^/^n est une unité (cf. théorème B)

^e+. ^ / $Are^$Are^\

în v $n $n /

($(fc-^re+T^)7$(fc-^re+- (mod^-^)))
v ^n 7 / ^n v /

et on termine la démonstration par récurrence sur k. Q

En faisant k = 2 dans les deux dernières relations contenues dans le
lemme 5, nous obtenons le résultat suivant.

COROLLAIRE 1. — Si Te ne divise pas n, alors, pour tout À e Z, 022 a :

^ \ $\_______^ ^ -$^_,$^ (mod^-^"))).
-^-n '«'n

Comme conséquence du lemme 5 nous obtenons l'énoncé suivant.

LEMME 6. — Soit r F ordre d'apparition de p et r^ celui de p6 dans
la suite ($^). Soit eo = ̂ (^). On conserve des définitions de a^ûe+i
données dans le théorème C. Alors on a pour e ^ eo

ûe+i = ̂  (mod^1), be^ = b^ (mod?^1).
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Preuve. — En utilisant le lemme 5, on a :

Oe+l = $p^/$2Îpre+i

=(-$^$,^)èP(P-l)$P^-P

/$2(_$^)5P(P-i)($,^)5P(P+i) (modp26)

=$^$j^ (modp26)

=a^ (mod^).

De même, pour be+i; on a :

be+l = ̂ ^2/^pr^

= (-^r^r^)12p(p-l\^^2/^)p (modp26).

De plus, d'après le théorème C, on a :

-$^_,$^ = -a^be^-i ' aebe^i = bi (modp6).

Elevant à la puissance p, on en déduit que :

(-$^$^=^ (modp^).

D'autre part, on a ̂ ^ ̂ 2/^7-6+2 = ^e- Puisque p est supposé impair, on
a donc :

&e+i = (^)è(p-l)^ = V( (modp^1). D

LEMME 7. — (On conserve les notations du lemme précédent.) Soit ke
le nombre défini dans le théorème D (i.e. ke == TTe/rg). On a :

1) si CQ > 1, alors pour tout e tel que 1 < e < eo, on a ke = ke-i ou
ke =pke-i

2) si eo > 1, alors pour tout e > CQ^ on a ^e-L.i(ûe+i) = ^e(ûe) et
^+l(^+l) = OeW = 6e(be) OU 0e(be)/P.

Preuve. — Supposons que CQ > 0 et soit 1 < e <, CQ. On veut comparer
kç et ke-i. On a ai = • • • = ae = • • • = Oeo et 61 = • • • = 6e == • • • = bey.
Il est clair que Oe(ae) = ̂ e-i(ae-i) ou Oe(ae) =p0e-i(ae-i)- On a le même
énoncé avec 6g, &e-i-
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On doit considérer les quatre cas suivants :

^ f^(aj=^-i(ae-i) , r^e(ae)=^-i(ae-i) ,
u U(&e)=^-l(^-l); w U(&e)=^e-l(&e-l);

r^e(ûe) =^e-l(ae-l), ( O^e} = J^e-l (^-l),
1 ; U(^)=^-l(&e-l); (lv) We)=^e-l(^-l).

Nous avons vu précédemment (théorème D) que, pour tout i > 1, on a
ki = Oi{di) ou ki = 2(9^).

(a) Si ke-i = 6>e-i(ae-i), posons ke-i = p^u et 6>e-i(&e-i) = phf2e/uf

avec h' <h,V <i et î/ ^. Dans les cas (i), (ii) on a (9e (aj = ̂  = ke-i.
Dans les cas (iii), (iv) on a 0e (de) = ke = pke-i.

(b) Si Â;e-i == 26>e-i(ae_i) posons Â;e-i = 2phu avec n impair,
(9e-i(&e-i) = C2ph'uf avec /i' < h et î/ n. Dans les cas (i), (ii) on a
ke = 2(9e(ûe) = ke-i. Dans les cas (iii), (iv) on a ke = 2(9e(ûe) = pke-i.

2) Soient e ^ eo, /le = ôe{ae) = cph avec c | p - l e t / i < e - l . Soit ç
un générateur de (Z/j/^Z)*. Alors :

A(p-l) e-l-fc

ûe = ̂  c (mod p6) avec (À, /le) = 1.

Donc :

ûe = ̂ -^-pe-l-'+^p-l^e-l (^d p^1) avec /. = 0,1, • . . ,p - 1.

Maintenant, le lemme 6 montre que

^P^lpe_^ ^ MP^e_^

ûe+i ^ < = ç c ' = ^ ^ p (mod j9e+l),

d'où (9e+i(ae+i) = cp1^ = 6>e(ae).

Le raisonnement fait ci-dessus est encore valable si on remplace dans
les énoncés ûe+i par &e+i et Oe par ^ car &e+i = (^)p (mod p^1). On
conclut donc que :

^e+l(^+l) = ̂ e(^) = ôe(be) OU ^e(&e)/P.

Cette relation entre (9e+i(&e+i) et (9e (&e) montre qu'au-delà d'un certain
rang, be est une racine (p - l)-ième de l'unité dans Z/j^Z.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème E qui
représente le résultat fondamental de ce travail.
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Preuve du théorème E.

Soient <°o = ^($r), ai = $r+2/$2$r+i = = • • • = ^o • Soit 6^1 =p 6^1(ai).

• Si eo > 1, soient 62 == ^p(a?1 - 1) et ei = inf(eo,e2). On a (9i(ai) =
• • • = ^ei(ûi) = 6>i. On sait que ke = ôe(ae) ou ke = 2(9e(ae) (théorème D).
Le lemme 7 (1) montre que A:i = • • • = ke^ donc 71-1 = • • • = TT^. Si
de plus ei = 62 < eo? le lemme 7 (1) joint au lemme 4 montre que
^ei+l =pke^. .. ,keo = pkeo-1 dOHC TT^+i = pTT^ , . . . , TTeo =p7Teo-l.

• Supposons maintenant que e ^ eo et montrons que A-g+i = A-e, ce qui
impliquera TTe+l = p7Te puisque TTe+l = A-e+l^e+l = ke(pTe) = P(kere) = p7Te.

Le lemme 7 (2) montre que (9e+i(ae+i) == 6>e(ae) et 6>e+i(&e+i) = 6>e(^) ou
^e+i(^e+i) = ^e(be)/p. Oïl distingue différents cas en tenant compte de la
relation ki = Oi{di) ou kz = 2^(a^) valable aussi bien pour i = e que pour
i = e+ 1.

(a) ke = ôe(ae) et (9g+i(&e+i) == 0e(be). Dans ce cas (9e+i(6g+i) divise
(9e+l(ûe+l), donc Â-e+i = ke.

(b) Â;e = 26>e(ûe) et 6>e+i(&e+i) = ^(^e). Dans ce cas Oe{be) ne divise
pas 0e(ae). On a 6>e+i(^+i) = ôe(be) \ 20e(ae) = 2(9e+i(ae+i). De plus
^e+i (&e+i) ne divise pas (9e+i(ûe+i), donc Â:e+i = 2(9e+i(ae+i) = ^e.

(C) ke = 0e(ae) et (9e+l(&e+l) = ôe(be)/P. Alors (9e(&e)/P = 6>e+l(6e+l)

divise 26>e+i(ae+i) = 26>e(ae). Comme 6>e(^e) divise 6>e(ae), on a
0e(be)/P \ Oe(ae), d^Ù (9e+l(6e+l) divise 6>e+l(0e+l) et Â;e+l = ke.

(d) ^ = 2^(ae) et ^+1(^+1) - ̂ (&e)/P. Alors Oe(be)/p = ̂ e+i(^+i)
divise 2(9e+i(ae+i) = 26>e(ae). De plus 6 e ( b e ) / p ne divise pas 6>e(ae). Donc
ôe(be)/p ne divise pas (9e+i(ae+i), d'où A:e+i = 2(9e+i(ûe+i) = 26>e(ae) = A;e.

6. Points 5'-entiers sur les courbes elliptiques.

Preuve du théorème F .

1) On a Tri = p et ^p(^p) = 1. D'après le théorème E, on a donc
II^v = P1^ pour tout entier N > 1.

2) L'affirmation (2.4) est vérifiée pour N = 2 par hypothèse. Supposons
que (2.4) est vraie au rang N - 1 avec N ^ 3, c'est-à-dire :

$^-2-i$^-2+i = -1 (mod^-1).
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En utilisant le lemme 5 avec k = p, À = 1 et e = N — 2, on obtient

$^-1+1 EE (-^-^i)^-1)/^^^-^,^1)/2 (modp3^-2)),

î^-i-i EE -(-$^_,_,)^+D/2($^_^^)^-i)/2 (modp3^-2))

d'où:

-^-i_i$^-i+i = (-$^-2_i$^-2+i)^2 (modp3^-2)).

Or 3(7V - 2) - N = 2{N - 3) > 0, donc :

(-Î^V-l-lîpAT-l+i) EE (-$p^-2_l$p7V-2+l)p2 (modp^).

Maintenant l'hypothèse de récurrence nous donne :

-$^v-i_i$^v-i+i E= 1 (modp^).

3) En tenant compte de la périodicité (mod pN) de (^rn) prouvée
dans 1), on voit qu'il est équivalent de montrer la proposition suivante :
pour tout entier N > 1 et pour tous entiers m et n premiers à p, on a
$^ = $y, (mod p1^) =^m=n (mod pN).

Supposons que 3) n'est pas vérifiée et soit NQ le plus petit entier > 0
tel que 3) n'est pas vérifiée, c'est-à-dire il existe m, n 6 Z, premiers à p tels
que m ^ n (mod p^0) et ^rn = ̂ n (mod p^0). En vertu de l'hypothèse
faite sur les classes (mod p2), on peut supposer que NQ > 3.

On a $^ = $n (mod p^0"1), donc m = n (mod p^0-1). Posons
m = n + Ap^0--1, (A,p) = 1, A = kp ± £ = £ == 1,. • • , (p - 1)/2. On a :

^m = ̂ n = ̂ n-}-(kp±£)pNo-l = ̂  n±ipNo-l (modj/10).

On en déduit que î^o-i^ = ^rz ou $^^_,_^ = $_^ (mod p^).
Quitte à remplacer n par —n, on peut supposer qu'on a le premier cas,
c'est-à-dire ^^ ^_i = ^n (mod p^0). Comme r = p ne divise pas n,
on a ̂  ^ _ ^ /^ = 1 (mod p^0). En appliquant la quatrième formule
contenue dans le lemme 5 avec k = p, À = ^ et rg = pNO~c2, on obtient
modulop3^0-2) :

^^^VQ-I+^ _ ^(^o-^+n

^n ~ $n

^ / ^0-2^ ̂ o-^^à^-D/^o^^NP

v $n $n ) v $n /



SUITES ELLIPTIQUES 611

Cette congruence est valable (mod p^0) car 3(No — 2) — No > 0.

L'application de ce même lemme avec k = f, \ = 1 et r^ = p^-2

nous donne modulo p3(NO~2) :

^^0-2+» ^ / $p^0-2_n ^0-2+n\è^-l)/$p^-2^^

$„ v $n $n / v $n 7 '

^0-2-n ^ / ^0-2_n$piVQ-2+^\è^-l)/ $pJVQ-2_^\<'

^ - v $n în 7 v $n /

On en déduit que :

^ e ^f'-pNo-^+^ '•p^o-a-n

în $n

^ / $p^Q-2_^$pNQ-2^\^-l)/ $pJVQ-2_^$pJVo-2^\<'

- v $n $n > v $n $n /

= f-^^Î^^V^odp3^»-2).
v ^ ^ /

Ces congruences restent valables (mod p-^0). Revenons au calcul de
^pNo-i+^/^n. Nous obtenons :

^o-1^ ^ / ^o-^-n ̂ o-^^è^P-D/^o-^^ .

în v $n $n y v $n 7

Comme r ne divise pas n, d'après le corollaire 1 ci-dessus avec À = 1 et
y-e = p^0"2, on a :

^p^Vo-2_n ^p^Vo-2+n _ _ 2(No-2^-———————^———= -^pN^-2_^ N0-2^ (modp^"0 z ) ) .
^n ^n

Par suite, comme 2 (TVo — 2) > A^o — 1, on déduit de la relation

-^o-2_i$p^o-2+i = 1 (modp^0-1)

prouvée dans 2), identité (2.4), la congruence :

-^r-^T^^l (modp^-1).
l'n ^n
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Alors il vient :

(-^r-^T^^^Kmod^).
\ \Sf \Sf 7-t-n -t-n

D'où, puisque (p — 1) est pair :

^0-^ = ̂ O-^V ^ , ̂ , ^"(-j^)^1^^^n v ^

Posons X = ($^vo-2+J/$^. On a ^p - 1 = 0 (mod p^). De plus
X = 1 (mod j/^0"2), car j/^o"2 est une période de (^) modulo j^0"2.
Comme (X - 1)(X^-1 + X^-2 + • • • + X + 1) = 0 (mod p^0) et
XP-1 + X^-2 + • • • + X + 1 = p (mod p2), on a X = 1 (mod p^0-1),
c'est-à-dire ^^pNo-2^ = ^n (mod p^0"1), ce qui contredit le caractère
minimal de No.

4) Supposons que ^rn = =hl. Quitte à remplacer m par —772, on peut
supposer que m > 0. On a (m^p) = 1 car p divise ^p. Pour tout entier
N > 1, on fait la division euclidienne de m par p^. On obtient m = pNk-\-tN
avec 1 < ÎN ^ P^"1 et (^v,p) = 1. On a ±1 = $yn = $^ (modp^).

• Si on a le signe '+\ on obtient 1 = ^i ^ ^^(mod p^). D'après 3),
on a donc ̂  = 1 pour tout N > 1, d'où m = 1.

• Si on a le signe '—' , on obtient — 1 = ^pN^^ = ̂ ^ (mod p^), d'où
^ == p^"1 — 1 pour tout N > 1 d'après 3). On en déduit que, pour tout
N > 1, on a m = pNk + pN — 1, ce qui donne m = —1.

Finalement, on obtient m = ±1. L'implication réciproque est évidente
puisque ̂ i = let^-i = —l ,ce qui achève la démonstration du théorème F.

Nous allons maintenant donner quelques exemples d'application de ce
théorème F.

a) Multiples S-entiers de M = (l/ô2,^ + Â^/ô3) sur la courbe
y2 = x3 + 2kx + 25k2 avec k entier ^- 0 et (k, 5) = 1.

Le lemme A montre que 5 divise le dénominateur de mM pour tout
entier m ^ 0. Considérons les multiples de M qui sont ^-entiers avec
S = {5}. On a le résultat suivant :

THÉORÈME 2. — Soient M = (1/52, (1 + A^4)/^3) avec k entier ^ 0
n on divisible par 5. Soit S == {5}. Alors les multiples S-entiers de M sur la
courbe y2 = x3 + 2kx + 25A:2 sont ±M.
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Preuve. — On applique le théorème F avec p = 5. On pose
$^ =5m2-l^(M). On a :

$2 = 2(1 + A;54) == 2 (mod54),

$3 = 3 + 12A;54 + Sk2^ = 3 (mod 54),

$4 = 4(1 + ̂ (l + 2A-55 - IGA:^12 - 8^6) = 4 (mod 54).

On en déduit, par récurrence sur m, que ^rn = ̂  (mod 54). Puisque ici
d = 5, le point M (mod 5) est non singulier, r = r(5) = 5 et ^(^5) = 1
d'après le lemme 1. De plus on a :

$5_i$5+i = $4$6 = 24 (mod 54) = -1 (mod 52).

Puisque ^rn = ̂  (mod 54), alors les éléments ^yn, 1 < m ^ 53 — 1 sont
distincts deux à deux (mod 53), de sorte que les hypothèses du théorème F
sont vérifiées. On en déduit que ^rn = ±1 implique m = ±1.

Supposons maintenant que mM est ^-entier et posons m = 5e m/,
avec e ^ Oet (5, m') = 1. Sie ^ 1, alors 5 M est ^-entier. En tenant compte
de ^p(^s) = 1 et en utilisant le corollaire A, nous obtenons ^5 = ±5.
Quelques calculs (mod 55) donnent :

$2=2(1+A:54) ,

$3 =3(1+4A:54),

$4=4(1+Â;5 4) ,

$5 = $4$| -$j^5- l96/c54 (mod 55) ̂  ±5 (mod 55).

On en déduit que e = 0, m = m7 et ^^ == ±1, d'où m = ±1 en vertu du
théorème F.

b) Points S-entiers sur la courbe y2 == x3 — 13.

Cette courbe est de rang 1 sur Q, sans torsion et son groupe des points
rationnels est engendré par M = (17, 70) (cf. [4]). Le théorème F s'applique
à cette courbe et à ce point pour p = 3. Pour tout nombre premier ^,
le point M (mod £) est non singulier. On a ici d = 1 et ^rn = ̂ m(M).
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Quelques calculs modulo 27 nous donnent :

$o=0, $ i= l , $2=5, $3 =-3, $4 =-2, $5--7,

$6 = -6. $7 = 13, $8 = -10, $9 = -9 $io = -8, $n EE -4,

$12 = -12, $13 = -11, $14 = 11, $15 EE 12, $16 = 4, $17 = 8,

$18 = 9, $19 = 10, $20 = -13, $21 = 6, $22 = 7, $23 = 2,

$24=3, $25 =-5, $26=-1 (mod27).

Cela montre que les éléments ̂  pour 1 ̂  m ^ 26 et (m, 3) = 1 sont
distincts deux à deux (mod 27), et on a ̂ ($3) = 1 et $3-i$3+i = $2$4 ^
^1 (mod 9), ce qui vérifie les conditions du théorème F. On en déduit que
^m = ±1 implique m = ±1. On a alors le résultat suivant.

THÉORÈME 3. — Soient S = {2,3,5,7} et M = (17,70). Les points
S-entiers sur la courbe y2 = x3 — 13 sont :

±M=(17,±70), ±2M=( 85289 ,^2858837 y/ ^ ' y - r 2 y ' y ' r 3 )
Preuve. — On a $2 = 22 • 5 • 7, ce qui montre que M est d'ordre 2

dans les groupes E(¥^)n.s, E(¥^) et ^(Fy). Donc $^ = 0 (mod 2) (resp.
mod 5, mod 7) si et seulement si m EE 0 (mod 2). De même $^ = 0 (
mod 3) si et seulement si m = 0 (mod 3).

Soit m un entier rationnel non nul. Supposons que mM est ^-entier
et posons m = 2hl3h2mf avec (m7,6) = 1. Si /ii > 1, alors 2M,. . . . 2711 M
sont ^-entiers d'après le lemme A. Le point 2M est effectivement ^-entier
puisque ^2 = 22•5•7. Le point^M ne l'est pas puisque $4 = 23•5•7•22858837
d'où ^i = 0 ou /ii = 1. On a $3 = 3 • 17 • 4861, donc 3M n'est pas ^-entier
et /i2 = 0. L'application du lemme A montre que m'M est ^-entier donc
^m' = ±1, d'où m' = ±1 d'après le théorème F et par suite m = ±1, ±2.

c) Points S-entiers sur la courbe y2 = x3 + 40.

Cette courbe est de rang 1 sur Ç, sans torsion (cf. [4]). Son groupe
des points rationnels est engendré par M = (6,16). Cette courbe a
mauvaise réduction en 2,3,5 et le point M est singulier (mod 2). D'après le
théorème A, 2 divise ^rn pour tout entier m -^ ±1.

Cette courbe a été étudiée dans [1]; certains arguments seront
d'ailleurs repris de [1]. La méthode utilisée ici est différente puisque nous
faisons usage du théorème F avec p = 5. Pour tout entier m ^ 0, on pose
^(6,16) = 2^)^ avec ̂  impair. On a le :
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LEMME 8. — Les exposants e(m) sont donnés par :

( ^(m2 — 1) si m est impair,
e{m} ==

jm2 + M + 2 si m = 2Mn (avec M > 1 et n impair).

Preuve. — Voir [1].

THÉORÈME 4. — S'oit 6' == {2,3,5,7}. Les points S-entiers sur la
courbe y2 = x3 + 40 sont :

±M=(6,±16), ±2M-(-|^,±3g9).

Preuve. — Soit m un entier 7^ 0. Supposons que mM est 5'-entier et
posons m = 2e1 • 3e2 • 5e3 • T^m' avec (m', 2 • 3 • 5 • 7-) = 1. Le raisonnement
fait dans [1] montre que e\ = 0 ou 1, e^ = 63 = 64 = 0. L'application du
lemme A montre que m'M est ^-entier, donc ̂ rn' = (=1=2) 2 (m -1) d'après le
corollaire A et le lemme 8. L'entier m' étant impair, on a m' = =L1 (mod 4).
Posons m' = 4:k =L 1 et supposons que k ^ 0. Puisque (m'', 5) = 1, on peut
rejeter les cas k = 1, m/ = 4/c + 1 et k = —1 (mod 5), m' = 4:k — 1. Reste à
considérer les cas suivants :

(i) Si k =E 1 (mod 5) et m' = 4:k — 1. Dans ce cas on a d'une part
m' = 3 (mod 5) et d'autre part on a (m'2 — 1)/2 = 0 (mod 4), d'où
^rn' = ±2^m/2-l) =E ±1 (mod 5), ce qui contredit le 3) du théorème F.

(ii) Si k = —1 (mod 5) et m' = 4A-+1 on arrive aussi à une contradiction
puisque m' =E —3 (mod 5) et ^rn' = =^=1 (mod 5).

(iii) Si k = 2 (mod 5) et m7 = 4/c + 1 on a (m'2 - 1)/2 EE 0 (mod 20),
donc ̂  = d^i^2-1) EE ±1 (mod 52). D'autre part k = 2 (mod 5)
implique k = 2 , 7 , — 3 (mod 25), donc m' == 9,4,—11 (mod 25) et
^rn' ^ =^=1 (mod 25), ce qui contredit le résultat ci-dessus.

(iv) Si k = 2 (mod 5) et m' = 4/c — 1, on a d'une part
m7 = 2 (mod 5). D'autre part (m'2 - 1)/2 = 0 (mod 4) donc
^rn' == =1=2 ̂ m -1^ = ±1 (mod 5), ce qui est contradictoire.

(v) Si k = —2 (mod 5) et m' = 4A: + 1, on a d'une part
m' = -2 (mod 5). D'autre part (m72 - 1)/2 = 0 (mod 4) donc
^rn' = =1=2 2^ -1) EE =L1 (mod 5), ce qui est contradictoire.
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(vi) Si k == -2 (mod 5) et m' = 4A; - 1, on a À: = -2, -7,3 (mod 52),
donc m' = -9, -4,11 (mod 25). D'autre part (m'2 - 1)/2 = 0 (mod 20)
donc ^rn' = ±22^ -1) ^ ±1 (mod 52), ce qui est contradictoire.

(vit) Si k = 0 (mod 5) et m' = 4A- ± 1. On pose k = 5^A • N > 1 avec
( A , 5 ) = l

• Si À est impair, alors (m'2 - 1)/2 = 2 (mod 4) donc ̂ m' = r^^2-1)
^ ±1 (mod 5). D'autre part, m' = ±1 (mod 5) donc ^frn' =

=L1 (mod 5), ce qui est contradictoire.

• Si À est pair on pose k = 5^ • 2Mk/ et m' = ô^^2^ ± 1 avec
M > 1 et (^,5) = 1. On a (m72 - 1)/2 = 57V2M+2(57V2M+1A•/2 ± AQ
donc îrn7 = ±2^ (m/2- l ) = ±1 (mod 57V+1), ce qui est contradictoire
à m7 = ô^^2^ ± 1 (mod ô^4-1).

Finalement on obtient À ; = 0 , m / = ± l e t m = ± l , ±2.

7. Quelques questions relatives aux suites elliptiques.

a) Considérons la suite de Fibonacci FQ = 0, F\ = 1 et

Fn = Fn-i + Fn-2 pour n > 2.

Désignons par r(p6) l'ordre d'apparition de p6 dans cette suite et par TT^)
la période de cette suite (mod pe). Dans [10], D.D. Wall pose la question :
«a-t-on 7r(p) 7^ 7r(p2) pour tout nombre premier impair? )>

Plusieurs auteurs ont abordé ce problème et cette inégalité a été
vérifiée pour tous les nombres premiers p tels que p < 109 (cf. [14]). En fait
pour cette suite particulière on a :

r(p) = r{p2) <=^> 7r(p) = 7r(p2) ^> F ( ^ = 0 (mod p2).

Il est prouvé dans [15] que si 7r(p) 7^ ^(p2), alors le premier cas du théorème
de Fermât a lieu pour l'exposant p.

Revenons aux suites elliptiques. L'existence du rang e\ dans le
théorème E montre que si 7r(p) = 7r(p2), alors r(p) = r(j?2), l'implication
réciproque étant fausse.

Question. — Une suite elliptique étant donnée, existe-t-il un nombre
premier p tel que r(p) = r(p2) ? L'ensemble de tels nombres premiers est-il
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fini? Si cet ensemble est non vide, que dire du sous-ensemble formé des
nombres premiers tels que 7r(p) = 7r(p2) ?

b) Considérons les suites linéaires (Un) telles que Un-\-2 == kUn^ri +^n,
avec k ç Z et (UQ^U\) = (0,1). Soient p un nombre premier et 7r(p) la
période de (Un) (mod p). Pour tout î G Z/pZ, on définit la fréquence de ï
comme étant

f(^p) = #{n 1 0 < n < 7r(p) - 1, Un =e (modp)}.

Soit ^F(p) l'ensemble des fréquences (mod p) des différentes classes
modulo p. A. Schinzel [9] a montré que si p > 7 et p \ a(a2 + 4), on a :

jr(p) ={0,1,2} ou {0,1,2,3} si 7r(p)^0 (mod 4),

={0 ,2 ,4} si 7r(p) = 4 (mod 8),

={0 ,1 ,2} ou {0,2,3} ou {0,1,2,4}

ou {0,2,3,4} si 7 r (p)=0 (mod 8).

J. Pihko [8] a obtenu un résultat semblable lorsque (UQ, L^i) = (2, a).

Question. — Une suite elliptique étant donnée, on définit comme
ci-dessus les fréquences des classes (mod p). A-t-on un énoncé semblable
pour une telle suite ?
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